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Rappelons que, pour une loi de composition T sur un ensemble E, on dit que deux
éléments x et y de £ commutent ou sont permutables si 2Ty = yTx. Le cas échéant,
on dit également que x est permutable avec y, et inversement que y est permutable avec x.

Une loi de composition interne est dite commutative si deux éléments quelconques sont
permutables.

La loi d’exponentiation sur N n’est pas commutative ; en effet, 0 et 1 ne commutent pas :

ol=0#1=1%

Manifestement, pour toute loi, deux éléments égaux commutent. Un enjeu pour les lois
non commutatives est la détermination de toutes les paires d’éléments distincts et permu-
tables. Dans cette note, nous allons le faire pour la loi d’exponentiation sur N.

1. Entiers permutables avec 0 ou 1

Le seul entier permutable avec 0 pour I’exponentiation sur N est 0 lui-méme. En effet,

pour tout entier naturel non nul n, nous avons 0" = 0 # 1 = n0.

De méme, le seul entier permutable avec 1 pour ’exponentiation sur N est 1 lui-méme.

En effet, pour tout entier naturel n différent de 1, nous avons 1" =1 #n = n'.

2. Entiers non nuls permutables

Dans cette section, nous allons déterminer toutes les paires d’entiers naturels, non nuls,
distincts et permutables pour la loi d’exponentiation. A cet effet, nous considérons deux
entiers naturels x et y non nuls tels que

<y et ¥ =",

puis démontrons successivement les propositions suivantes :



(a) x>2ety>2.

(b) Les entiers x et y ont les mémes diviseurs premiers.

(c) 1l existe un entier naturel non nul m, des nombres premiers p1, ..., pny, et des entiers
naturels non nuls aq, ..., a,, d'une part, puis f1,..., 8, d’autre part, tels que
p=pftophr et y=pit-pn.
Au demeurant, a;y = fjx pour tout indice j € {1,...,m}.

(d) z divise y; précisément, il existe un entier naturel k > 2 tel que zk = y.
(e) z=2ety=4.

Dans notre argumentation, nous allons mettre a contribution le théoréme fondamental
de larithmétique, ainsi que les propositions [ et (2] ci-dessous.

Proposition 1.

Soit z un nombre entier naturel distinct de 0 et de 1, puis n un entier naturel non
nul, et p un nombre premier. Alors, p divise 2" si, et seulement si, p divise z.
Démonstration :

Nous savons que, si a et b d’une part, puis a et ¢ d’autre part, sont des entiers premiers
entre eux, alors a et bc sont premiers entre eux. Ce résultat permet d’établir par récurrence
que, si a et b sont des entiers premiers entre eux, alors a et b sont également premiers
entre eux pour tout entier naturel m.

Supposons que le nombre premier p ne divise pas z. Alors, p et z sont premiers entre
eux. Ceci entraine que p et z" sont premiers entre eux, et donc que p ne divise pas z™. Par
contraposition, nous en déduisons que, si p divise 2", alors p divise z. Du reste, il est évident
que, si p divise z, alors p divise 2. [l

Proposition 2.

Soient a et k des entiers naturels tels que a > 2 et k > 3. Alors, a1 > k.

Démonstration :

D’apres la formule du binéme de Newton, pour tout réel positif x et chaque entier £ > 2,

nous avons
y4
K\ . _ (¢ l l
Z: J > O 1 2
(1+a) JE:O <]> > <O>x + <1>x + <2>x > 1+ (lx.

Dans le cas particulier ou x = 1, nous obtenons notamment
2 =1+1)f>1+2

Puisque a > 2 et k — 1> 2, il en résulte que a*~1 > 21 > 1+ k-1 =F. O



A présent nous établissons les propositions (a) — (e).

D’apres la section [I nous avons x # 1. Donc, 2 < x < y. La proposition (a) est ainsi
démontrée.

(b) Soit p un diviseur premier de z. Alors, p divise z¥. En raison de z¥ = y*, il en
découle que p est un diviseur de y*, et donc un diviseur de y (voir la proposition [I] & la
page [2). Nous montrons de maniére analogue que tout diviseur premier de y est aussi un
diviseur de .

(c) D’apres le théoreme fondamental de I'arithmétique, il existe un entier naturel non
nul m, des nombres premiers p1, ..., pm, et des entiers naturels non nuls aq, ..., a,, tels que

_ (0%] (0%
Puisque = et y ont exactement les mémes diviseurs premiers, il existe des entiers naturels
non nuls SB,..., B tels que y = p’fl ---plm. De ce fait,

Yy T
p?ly--~pg{"y = (p?lpg{”) :xy :yx = (p?lp’é’;”) :pflxpg_bmx
Compte tenu de 'unicité de la décomposition en produit de facteurs premiers, ceci entraine
ajy = Bjx (%)
pour chaque j € {1,...,m}.

d) Du reste, pour tout j € {1,...,m}, nous avons 5; — a; > 0, c’est-a-dire 5; > a;. Le
J QY j J
contraire entrainerait en effet o; > 3;, puis a;y > By > B2 : une contradiction de I'égalité
). De ce fait, k = pﬁl_o‘1 ... pPm=am est un entier supérieur ou égal & 2. Au demeurant,
1 m g

k= (0 plr o) x (e ep ) = PPl = .
(e) Les égalités ¥ = y* et kx = y entrainent alors z** = (kz)*, c’est-a-dire
Il en résulte que z* = kx, puis 2~ = k. Compte tenu de la proposition @] ceci induit k < 2.

Dot k = 2. Donc, z = 27! = 271 = k =2 et y = kx = 2 x 2 = 4. Par conséquent, (2,4)
est 'unique couple (z,y) d’entiers naturels vérifiant x < y et z¥ = y*.

3. Conclusion

Deux entiers naturels x et y sont permutables pour ’exponentiation si, et seulement si,
r=you{x,y} =124}
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