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Cette note propose quelques réflexions liées a la propriété d’associativité des lois de
composition internes. Elle a pour trame de fond les exercices 6, 7, 8, 9, 10 et 11 de la section
§1 du Chapitre I du volume d’Algébre des Eléments de Mathématiques de NICOLAS
BourBAKI [I].

1. Sous-magma associatif d’'un magma quelconque

Soit T une loi de composition sur un ensemble F, et A la partie de E formée des éléments
x tels que 2T (yTz) = (Ty)Tz quels que soient y € E et z € E. Dans cette section, nous
démontrons que la partie A est stable pour la loi de composition T et que la loi induite sur
A par T est associative.

1.1. Stabilité de la partie
Soient = et 2’ des éléments de A. Alors, pour tout couple (y, z) € E X E, nous avons
(:cT:z;’)T[yTz} =aT {x’T(yTz)} = xT{(a:’Ty)Tz} = [xT(x’Ty)}Tz = [(me’)Ty}Tz.

Ceci entraine 2 T2’ € A. La partie A est donc stable pour la loi T.

1.2. Associativité de la loi induite

Par définition de I’ensemble A, pour tout triplet (z, ', 2”) d’éléments de A, nous avons
2T (2'Ta") = (2T Ta".

Ceci signifie que la loi induite sur A par T est associative.



2. Des parties stables pour une loi de composition associative

Soit T une loi de composition associative sur un ensemble E. De plus, soient a et b deux
éléments distincts de E. Dans cette section, nous démontrons que les ensembles

(TE,  ET{), {OTET{H et  ET{TE

sont des parties stables de E pour la loi T.

Nous avons (aTz)T(aTy) = aT[zT(aTy)| € {a} TE pour tout couple (z,y) € E x E.
La partie {a}TE est donc stable pour la loi {a}TE.

La stabilité de F T{b} se prouve de maniére analogue ; en effet, pour tout couple (z,y)
d’éléments de E, nous avons (zTb)T(yTb) = [(Tb)Ty|Tb e ET{b}.

Soient x et y des éléments de E. Alors,
(aT2TH)T(aTyTh) = (aTme)T[(aTy)Tb} = [(aTbe)T(aTy)}Tb
= [aT(@THT(@Ty))|Tb = aT [@TH)T(aTy) | Th.

Par conséquent, le composé (aTxTb)T (aTyTb) appartient a la partie {a} TE T{b}. D’ou la
stabilité de cette derniére pour la loi T.

Soient z, x’, y et 3y des éléments de E. Alors,
(xTaTaT(yTbTy' ) =aT {(aT:z:’)T(yTaTy’)} =zT [aT (:U'T(yTaTy’))}
=zTaT {x/T(yTaTy/)}

De ce fait, le composé (zTaTa')T(yTbTy') appartient a la partie E T{a}TE. Cette derniére
est donc stable pour la loi T.

3. Une loi associative définie a partir d’'une autre loi associative

Soit T une loi associative sur un ensemble F, et a un élément de E. Pour tout couple
(x,y) d’éléments de E, nous posons xly = xTaTy et définissons ainsi une autre loi de
composition sur £. Dans cette section, nous démontrons que la loi L est associative.

Soient x, y et z des éléments de E. Alors,

zl(ylz) =2TaT(yLlz) = (ﬂsTa)T[yT(aTz)} = [(zTa)Ty} (aTz) = (zTaTy)T(aTz)
= (z1y)T(aTz)

= (zLly)TaTz

= (zLly)Llz

Ceci signifie que la loi L est associative.



4. Les projections canoniques sont des lois de composition
associatives opposées !

Soit E un ensemble. Les projections canoniques f et g définies de E X E sur E respec-
tivement par f(z,y) = x et g(x,y) = y sont manifestement des lois de composition sur E.
Dans cette section, nous démontrons que ces deux lois sont associatives et opposées. A cet

effet, dans un souci de simplification, nous posons Ty = x et zLy = y pour tout couple
(x,y) € Ex E.

Alors, pour chaque triplet (x,y, z) d’éléments de E, nous avons
2T (yTz)=x=aTy=2aT(yTz) et xl(ylz) =ylz = (zly)Llz.

De ce fait, les lois T et L sont associatives. Au demeurant, yTx = y = xLly pour tout
couple (z,y) € E x E. Ceci signifie que les lois T et L sont opposées.

5. Une loi associative et commutative sur I'’ensemble des parties
d’un ensemble
Soit E un ensemble. Pour tout couple (X,Y’) de parties de X, nous posons

XUY si XNY =0,

XTY =
E si XNY #0.

Une loi de composition T est ainsi définie sur &?(E). Dans cette section, nous démontrons
que cette loi est associative et commutative.

5.1. Associativité

Soient X, Y et Z des parties de E. Pour montrer que
XT(YTZ)=(XTY)TZ, (E)

il convient de distinguer lescas Y NZ =0 et Y N Z # (.

Premier cas : Soit Y NZ = (. Alors, YTZ = Y U Z. Cependant, 'intersection est
distributive par rapport a la réunion. Ainsi, XN(YTZ)=XN(YUZ) = (XNY)U(XNZ).

(a) De ce fait, si XN(YTZ)=0,alors XNY =XNZ=0et
XT(YTZ)=XU(Y UZ).
Ceci entraine XTY = X UY, puis (XUY)NZ=(XNZ)U(XNZ)=10, et donc
(XTY)TZ =(XUY)TZ=(XUY)UZ.

La réunion étant associative sur Z(E), il en résulte que XT(YTZ) = (XTY)TZ.



(b) Si en revanche X N(YTZ) £, alors X NY £ P ou X NZ # (), et
XT(YTZ)=E.

Ainsi, I'assertion X NY # () induit XTY = E, puis

EUY si Y =0,

(XTY)TZ=ETZ = {
E si Y #10),

} =E=XT(YTZ).

Par ailleurs, I'égalité X NY =@ entraine X N Z #Pet XNZ C(XUY)NZ # 0, puis
(XTY)TZ=(XUY)TZ=E=XT(YTZ).

Second cas : Soit Y NZ # (0. Alors, YTZ = E, et donc
XUFE si X =0,
E si X #0,

XN(YTZ)=XTE = {

Du reste, Z # (). Par conséquent,
(XuY)NnZ=(XNnZ)u(¥Ynz) si XnY =10,
(XTY)NnZ = =+
ENZ=7 si XNY #0,
Dou (XTY)TZ=E=XnN(YTZ).

En tout état de cause, I’égalité ([El) est satisfaite pour tout triplet (X,Y,Z) de Z(E).
Ceci signifie que la loi T sur Z(E) est associative.

5.2. Commutativité

Soient X et Y des parties de E. Alors, par définition,
XUY si XNY =0,

XTY =
E si XNY #£0.

Au demeurant, U'intersection et la réunion sont des lois commutatives sur & (E). En parti-
culier, XNY =Y NX et XUY =Y UX. Par conséquent,

YUX si YNX=0,

XTY =
E si YNX #(,

}:YﬁX.

La commutativité de T sur Z(FE) est ainsi démontrée.

6. Stabilité du composé de deux parties stables pour une loi
associative

Dans cette section, nous démontrons une proposition qui révele une condition suffisante
de stabilité du composé de deux parties stables pour une loi associative.



6.1. Proposition

Soit T une loi associative sur un ensemble E. De plus, soient A et B deux parties de F
stables pour la loi T. Si BTA C AT B, alors AT B est une partie stable de E.

6.2. Démonstration

Nous supposons que BTA C ATB et considérons des éléments x et 2’ de AT B. Alors,
il existe des éléments a et o/, puis b et ¥’ de B tels que z = aTbet 2’ =d'TV. D’ou

2T/ = (aTH)T(@/'TY) = [(aTH)Ta'| TV = [T (6Ta')| TV,

car la loi T est associative. Cependant, bTa’ € BTA et BTA C ATB. De ce fait, il existe
des éléments a” € A et b’ € B tels que bTa' = a”’TV". Ainsi,

2T = [aT(a"TV)] TV = [(aTa")TH"| TV = (aTa")T("TY).

Les composés aTa” et b’TV appartiennent respectivement aux parties A et B, puisque
ces dernieres sont des parties stables de E pour la loi T. Ceci entraine 2Tz’ € ATB. Par
conséquent, AT B est une partie stable de E.
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