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Dans la legon précédente, nous avons vu que, pour une loi associative, le composé d’une
séquence d’éléments se réalise dans un certain ordre. Lorsque les éléments de la séquence
sont deux-a-deux permutables, I'ordre de placement des éléments importe peu. Tel est ’en-
seignement du théoréme de commutativité que nous formulons et démontrons dans
cet article. Nous allons également montrer que, pour un magma associatif et commutatif,
la formation des puissances n-iemes, pour un entier naturel non nul n donné, définit un
endomorphisme dudit magma.

1. Rappels sur les composés de séquences

Deux séquences (z;)ier et (yr)kex sont dits semblables s’il existe un isomorphisme ¢
d’ensembles ordonnés de I sur K tel que y,(;) = z; pour tout i € I.

foa )

Toute séquence (x4 )aeca €st semblable a une suite finie convenable.

En effet, pour tout ensemble A, fini, non vide et ordonné, il existe une bijection croissante
de A sur un intervalle [0,n] de N.

foa )

Soit T une loi de composition sur un ensemble E. Si (24 )aec4 €t (y3)gep sont des séquences
semblables d’éléments de E, alors

Taa="Tuys (1)

acA BeB

Nous allons établir ce fait par récurrence sur le cardinal n commun aux ensembles d’in-

dices A et B.



Manifestement, 1’égalité (1) est satisfaite si n = 1.

A présent, soit n > 1. Nous supposons que 1'égalité () est satisfaite lorsque le cardinal
des deux ensembles des indices est égal a p — 1. En raison de la similitude des séquences, il
existe un isomorphisme f d’ensembles ordonnés de A sur B tel que y) = o pour tout
a € A. Soit 7 le plus petit élément de A. Alors, f(v) est le plus petit élément de B. En
posant, A’ = A —{vy} et B’ = B — {f(~)}, nous obtenons donc

Tra=2T( T 24 et Tvs=vT | T us
acA acA’ BeB BeB’

Cependant, (zq)aca’ €t (yg)gen sont des séquences semblables d’éléments de E, pour les
relations d’ordre induites respectivement sur A’ et B’, et pour I'isomorphisme déduit de f.
Ces derniers ensembles ayant chacun n — 1 éléments. Il en résulte que

T To = T Ya,
acA’ BeB’

compte tenu de I’hypothese de récurrence. D’ou I'égalité (), puisque Yf(y) = Ty

2. Théoréeme de commutativité

Deux éléments x et y d'un magma E de loi T sont dits permutables si xTy = yTx.

Théoréme 1 (Théoréme de commutativité).

Soit T une loi de composition associative sur F, puis (24 )aec4 une famille finie non vide
d’éléments de E, deux-a-deux permutables. En outre, soient B et C' deux ensembles
totalement ordonnés ayant A pour ensemble sous-adjacent. Alors,

Too-Ta (2)

aeB aeC

Démonstration :

Par définition, ’égalité ([2)) est vraie si A a un seul élément. Pour démontrer le théoreme,

nous raisonnons par récurrence sur le nombre n d’éléments de A. A cet effet, notons qu’il
existe un isomorphisme f d’ensembles ordonnés de [0,n — 1] sur B. En posant, o; = f(7)
pour chaque indice i € [0,n — 1], nous avons donc

A= {a(]valv'-’ 7an—1}a

puis ag < a1 < - -+ < ay,—1 pour ordre de B. Du reste,

n—1
T La = Txai'
=0

a€B



Maintenant, soit n > 1. Nous supposons le théoréme vrai lorsque card(A) < n. Soit
k € [0,n — 1] tel que oy soit le plus petit élément de A pour l'ordre de C. Nous désignons
par C’ ensemble A — {ay} muni de 'ordre induit et distinguons trois cas :

(a) Soit k = 0. Alors, T Toy = Tapy | ( T xa>. Or, par ’hypothese de récurrence,

aeC acC’

n—1
Txa: | Lay-
i=1

aeC’

Par définition des composés pour la loi T, il s’ensuit

n—1 n—1
T:Ea = waoT T:Eai = Twai = T$a~
aeC i=1 i=0 aeB

(b) Soit £ = n — 1. Alors, Ta:a = Ta, , 1 T Zq |- Une application répétée de
aeC aeC’

lassociativité de la loi T et de la commutativité des éléments de la famille (24)aea livre

T Lo = T Loy Txan,l-
aeC aeC’
De plus, selon ’hypotheése de récurrence,
n—2
T Lo = Txai'
i=0

aeC’

En appliquant le théoreme d’associativité a I'intervalle [0, n—1] de N, réunion de la séquence
(B1, Bz), ou By = [0,n — 2] et By = {n — 1}, il en résulte que

aeC i=0 i=0 a€B

(c) Soit 0 < k < n — 1. Alors,
T:L‘a = Tq, | T To
aeC aeC’

Nous posons
Pz{ag,...,ak_l} et Qz{akﬂ,...,an,l},



puis nommons B’ I'ensemble PuU(@ muni de I’ordre induit par ’ordre de B. Alors, ’hypothése

de récurrence livre
| Lo = | Loy

acC’ aeB’

puisque C’ et B’ sont des ensembles ordonnés ayant pour ensemble sous-jacent P U Q, avec
card(Pu Q) = n—1. Au demeurant, B est la réunion de la séquence (P, Q) et, pour l'ordre
induit par B, les relations a € P et 3 € Q entralnent o < 5. D’ou

k—1 n—1
T La = Tl“a T Tﬂfa = Txai T T Loy |5
aeB’ aeP aeQ i=0 i=k+1
d’apres le théoreme de 'associativité. Par conséquent,
k—1 n—1
T To = Ty, | Tmai T T Toy,
aeC i=0 i=k+1

Un usage répété de l'associativité de la loi T et de la commutativité des éléments de la
famille (24 )aea induit donc

k—1 n—1 k—1 n—1
T oo = o {Tad) | T[T o) = | (T e [ T T )
=0 =0

aeC

puis
k—1 n—1 k—1 n—1
Toa= [ Toa |T T | T 2a || = | Tow |7 T o
aeC i=0 i=k+1 i=0 i=k
Par le théoreme d’associativité, il en découle que
n—1
T-Ta = Twai = Twa-
aeC i=0 aeB
Le théoréme [0l de commutativité est ainsi démontré. O

foa )

Donc, pour une loi associative T sur un ensemble F, le composé d’une famille finie
(a)aca d’éléments deuz-d-deur permutables de E est la valeur commune des composés
de toutes les séquences obtenues en ordonnant totalement A de toutes les manieéres
possibles.

Le théoréme [2] suivant est la version du théoreme d’associativité pour les séquences
d’éléments deux-a-deux permutables.



Théoréme 2.

Soit T une loi de composition associative sur E, puis (Z4)aeca une famille finie non
vide d’éléments de F, deux-a-deux permutables. Si A est une réunion d’une famille
de parties non vides (B;);es, deux-a-deux disjointes, alors

Toa=T [Tz (3)

acA i€l aeB;

Démonstration :

Soit A une réunion d’une famille de parties non vides (B;);es, deux-a-deux disjointes. De
plus, soit n = card(A) et p = card([). Alors, il existe une bijection f de [0,p — 1] sur I,
et un ordre total est défini sur I par i < j si f71(i) < f~%(j). Pour simplifier les notations,
nous posons maintenant ix, = f(k) pour chaque k € [0,p — 1]. Ainsi,

IZ{io,il,...,ip_l} et i0<i1<"-<ip_1.

Soit ny = card(B;,) pour tout k € [0,p — 1]. Alors, n; = 1 pour chaque k et
p—1
n=ng+ny+---+ny-1= an,
k=0

car les B;, forment une partition de A. Donc, en posant

JO = [[O,TLO — 1]]
et
k—1 k—1
Ji = NZ Ny, (Z ng) + ng — 1]]
=0 =0

pour k € [1,p — 1], il existe une bijection g de Ji sur B;, pour tout k € [0,p — 1]. De ce
fait, une bijection g est définie de [0, — 1] sur A par

9(7) = 9 (j) st jel
Cette bijection permet de définir un ordre total comme suit : o < 3 si g7 () < g7 1(B).

Compte tenu des deux ordres ainsi définis, (z4)aeca est une séquence d’éléments de E,
ou A est un ensemble fini non vide, totalement ordonné, réunion d’une séquence de parties
non vides (B;)er. Du reste, pour tout couple (i1,i2) d’éléments de I avec

ki = f1(ir) et ko = 1 (i2),

nous avons
Bi, = B, = g, (Jk,) et Biy, = B, = g, (Jky) -



Cependant, par définition, si i1 < iz, alors f~1(i1) < f~!(i2), c’est-a-dire k; < ko. Les
relations a € B;, et § € B;,, puis i1 < i2, entralnent donc a < . Eu égard au théoreme
d’associativité, il en résulte que

Taa=T (T

acA i€l \ aeB;

Le théoreme de commutativité assure que la valeur des divers composés de 1’égalité
précédente est indépendante du choix de 'ordre sur I et sur A. O

Deux corollaires du théoréeme [2] ainsi démontré retiennent notre attention ici.

Corollaire 1.

Soit T une loi associative sur £, puis (Zag)(a,8)cax 5 une famille finie non vide d’élé-
ments de F, deux-a-deux permutables, ou A et B sont des ensembles finis non vides.

Alors,

T was=T | Taas]=T [ Taas) (4)

(e, B)EAX B acA \ BeB BeB \ acA

Démonstration :

Le résultat résulte du théoréme 2len considérant le produit scalaire A x B comme réunion
des ensembles {a} x B d’une part, et des ensembles A x {5} d’autre part. ]

Corollaire 2.

Soit T une loi associative sur E. Soient (4)aea €t (Ya)aca deux familles non vides
d’éléments de FE, telles que les z, et y, soient deuz-d-deuzr permutables. Alors,

T @aTya) = | Taa|T{ Twl (5)

acA acA acA

Démonstration :

Nous posons B = {1, 2}, PUiS Za1 = T €t 2a2 = Yo Alors,

T Tzag = T(Za1T2a2) = T(l’aT?/a)

acA \ BeB acA acA

T Tes|=|Tea|T[Tee|={Tal|T[Tw

BeEB \ acA acA acA acA acA

Ceci entraine ’égalité (Bl), compte tenu du corollaire [l O



3. L’endomorphisme puissance d’'un magma associatif et
commutatif

Dans cette section, nous démontrons que, pour un magma associatif et commutatif,
la formation des puissances n-iemes, pour un entier naturel non nul n donné, définit un
endomorphisme dudit magma.

Proposition 1.

Soit T une loi de composition associative et commutative sur un ensemble F, et n un
entier naturel non nul. Alors, 'application ¢ définie de E dans F par

est un morphisme.

Démonstration :

Soient des éléments x et y de E. De plus, nous posons x; = x et y; = y pour tout entier
naturel ¢ vérifiant 1 < i < n. Alors,

p(aTy) =T (@Ty) = T (@i Tyi).

D’apres le corollaire [2 ci-dessus, nous avons cependant

szTyz = T'rl T Tyl = —I_-r T Ty =g0(;1?)T<p(y)
i=1 i=1

De ce fait, p(zTy) = ¢(x)Tp(y) pour tout couple (z,y) d’éléments de E. O
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