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Dans cette note, nous introduisons une topologie sur I’ensemble Z des entiers relatifs. En
outre, apres avoir révélé quelques propriétés de cette topologie, nous mettons cette derniere
a contribution pour montrer que I’ensemble des nombres premiers est infini. Cette topologie
et cette preuve sont dues au mathématicien israélien HILLEL FURSTENBERG.

Avant d’entrer dans le vif du sujet, nous rappelons en prélude le théoréme des restes
chinois et la notion de base de topologie.

Prélude

Le théoréme des restes chinois

Nous présentons ici la forme primaire du théoréme des restes chinois pour un systeme
de deux congruences.

Proposition 1.

Soient (ai,b1) et (az,b2) des éléments du produit N* x N, puis d = pged(ai, az) et
m = ppmc(ay, az). Pour qu’il existe un entier relatif z satisfaisant les congruences

{ z = b (mod ay),

z = bg (mod ay),

1)

il faut et il suffit que by = by (mod d). Si cette condition est vérifiée, alors il existe
un unique ¢ € [0,m — 1] NN tel que, pour chaque z € Z, les congruences (f)) sont
satisfaites si, et seulement si, z = ¢ (mod m).



Démonstration :

Supposons qu’il existe un entier relatif z satisfaisant les congruences (f]). Alors, il existe
un couple (x,y) € Z? tel que z = a1z + by et z = agy + by. Ceci entraine

alxr — axy = b2 — bl. (<>)
De ce fait, by — by est un multiple de d, le plus grand commun diviseur de a; et de as. D’ou
b2 — b1 =0 (mod d)

A présent, nous supposons que cette dernitre congruence est satisfaite. Alors, ’équation
diophantienne (@), d’inconnues z et y, admet des solutions dans Z2. Ainsi, il existe un
couple (z,y) € Z? tel que aix + by = asy + ba. Ce dernier nombre, entier relatif, désigné ici
par z, vérifie bien z = by (mod ay) et z = by (mod ay).

Pour la suite, soit by = by (mod d). Alors, il existe un couple (g, o) € Z? tel que
a1xo — agyo = by — by,

c’est-a-dire ajxg + by = asyo + ba. Du reste, pour quun couple (x,y) de Z? soit solution de
I’équation (Ry), il faut et il suffit qu’il existe un k € Z tel que

as a1
= (2o — L,y — 2.
('T7y) (350 d » Y0 d)

De ce fait, si z = a1z + by = asy + bs, alors

Z=a <£L’0 — a2k> + b1 =ajrg + b1 — a1a2k‘
d d
et
z=a <yo - Cg) + b2 = agyo + b2 — aldan.

Cependant, ajas = dm. Il en résulte que
z = a1z + by — mk = asyo + bo — mk,
puis
z = a1z + by (modm) et z = agyo + by (mod m).

Maintenant, soit ¢ le reste de la division euclidienne de aixg + b1 = asyg + by par m. Alors,
les égalités z = a1z + by = agy + be induisent z = ¢ (mod m).

En outre, il existe des entiers relatifs g1 et go tels que
a1xg+ by =mqr +c et agyo + b2 = maqo + c.
Par suite, s’il existe un entier relatif k£ tel que z = ¢ + mk, alors
z = ajxg + by — mqy + mk = by (mod ay)

et
z = azyo + by — mga + mk = by (mod ay),

car m = 0 (mod ay) et m =0 (mod as).

Par conséquent, les congruences () sont équivalentes & z = ¢ (mod m). O



Base de topologie

Soit X un ensemble. Une partie B de &?(X) est base d’une topologie sur X si les
deux conditions suivantes sont satisfaites :

(i) X =UB.

(ii) Pour tout couple (A, B) d’éléments de B, si x est un élément de AN B, alors il existe
un C € B tel que x € C C AN B.

foa )

Soit X un ensemble. La réunion d’une partie 20 de &?(X) est I’ensemble |2 défini par :

zeJA e BAcWze A

En particulier, |J0 = 0.

Chaque base permet de définir une topologie. La proposition [ ci-dessous précise les
modalités de cette définition.

Proposition 2.

Soit X un ensemble et B une partie de &(X). Alors, les conditions suivantes sont
équivalentes :

(a) B est base d’une topologie sur X.

(b) L’ensemble (8), constituée des parties U de X telles que, pour tout u € U, il
existe un B € B vérifiant w € B C U, est une topologie sur X.

(c) L’ensemble des réunions des parties de B est une topologie sur X.

Démonstration :

(a) = (b) : Soit B une base d’une topologie sur X, puis ’ensemble
() ={UecP(X)| (vocU)3BeB)zcBCU}.

Alors, manifestement, () € (B). En outre, I’égalité X = [JDB entraine X € (B). De plus, si U
et V sont des éléments de (B), alors pour tout x € UNV, il existe des éléments A et B de B
telsquer e ACUetze BCV;douzxze ANB Cc UNV. Cependant, d’apres la définition
des bases, il existe un C € B tel que x € C' C AN B ceci induit x € C C U N V. Ainsi,
UNYV e (W) pour tout couple (U, V) d’éléments de (B). Au demeurant, pour toute partie
A de (B), si x € U, alors il existe un U € (*B) tel que = € U. De ce fait, en vertu de la
définition de 'ensemble (B), il existe un B € B tel que x € B C U C |J2. Par conséquent,
U € (B) pour toute partie A de 'ensemble (B). Ce dernier est donc une topologie sur X.

(b) = (c) : Nous supposons que I'ensemble (B) est une topologie sur X, et désignons
par O l'ensemble des réunions des parties de B. Nous allons montrer que (B) = O. A cet



effet, soit U € (). Alors, pour tout x € U, il existe un B, € B tel que z € B, C U. D’ou
UCU{BI | azeU}cU,

et donc U est la réunion d’une partie de 8. Par conséquent, (8) C O. Par ailleurs, pour
toute partie 2 de B, si x € |J, alors il existe un B € 2A tel que z € B. Cependant,
B c U Donc, z € B C |J. Puisque B € B, il en résulte que 2 € (B). Par conséquent,
la réunion de toute partie de B appartient a (B). Ceci signifie que O C (B). Tout compte
fait, (B) = O.

(c) = (a) : Supposons que l’ensemble O des réunions des parties de B est une topologie
sur X. Alors, il existe une partie 2 de B telle que X = [J2(. Cependant, [J2A C UB. D’ou
X C U*B. Puisque par définition |JB C X, il en résulte que

xX=Js.

A présent, soit (A, B) un couple d’éléments de B. Alors, AN B € O, car B C O. 1l existe
donc une partie 2 de B telle que AN B = Y. Par suite, si x € AN B, alors il existe
un C' € A vérifiant x € C. Or, C C JA. D’ou x € C C AN B. Donc, pour tout couple
(A, B) d’éléments de B, si x € AN B, alors il existe un C' € B tel que x € C C AN B. Par
conséquent, B est base d’une topologie sur X. O

foa )

Pour toute base B sur un ensemble X, la topologie
(B) ={UecP(X)| (vacU)(FBEB) zc BCU}

sur X est appelée topologie engendrée par B. Les éléments de cette topologie sont
les réunions des parties de ‘B.

1. Définition de la topologie

La famille constituée des ensembles
S(a,b) = {an+b | nEZ} =aZ+Yb,
ou a € N* et b € N, définit un ensemble
B = {S(a,b) | (a,0) € N* x N},
partie de H(Z). Par ailleurs, S(1,0) = Z. De ce fait, Z = ( b)LIJ\I NS(a,b) = UB. Au
a,b)EN* x

demeurant, d’apres le théoréme des restes chinois (voir la proposition [I & la page [I), pour
des éléments quelconques (a1, b1) et (az,b2) de N* x N, nous avons

@ si b1 7_é b2 (mod d),

S(ay,b1) N S(az,b2) =
(a1,01) 1 Slaz, b2) {S(m,c) si by = by (mod d),



ou d = pged(aq,az) et m = ppmce(aq,az), puis ¢ € [0,m — 1] N N. Il en résulte que B est
base d’une topologie sur Z.

Soit O = (*B) la topologie engendrée par cette base.

2. Le complémentaire d’une partie finie non vide n’est pas fermé

Soit F' une partie finie non vide de Z. Nous supposons que F' est un ouvert de la topologie
sur Z engendrée par B. Alors, il existe un couple (a,b) € N* x N tel que S(a,b) C F. Ainsi,
S(a,b) est une partie finie de Z. Cependant, une application bijective ¢ est définie de Z sur
S(a,b) par p(z) = az 4+ b. Ceci entraine que Z est un ensemble fini : une contradiction. La
supposition est donc fausse. Autrement dit, F' n’est pas un ouvert, et par suite Z \ F' n’est
pas un fermé.

3. Tout élément de la base est simultanément ouvert et fermé

Soit (a,b) € N* x N. Alors, S(a,b) est un ouvert, par définition de la topologie. Mainte-
nant, soit r le reste de la division euclidienne de b par a. Alors, S(a,b) = S(a,r). D’ou

Z\ S(a,0) = |J S(a,k) = U{S(a, k)| ke K}
keK
ou K = ([0,a — 1] NN) \ {r}. Ainsi, Z \ S(a,b) est un ouvert, et donc S(a,b) est un fermé.

4. Réunion d’une partie de la base

Soit P ’ensemble des nombres premiers.

Nous considérons un entier relatif z distinct de —1 et de 1. Alors, z = 0 ou |z| > 2.
D’apres le théoréme fondamental de l’arithmétique, il en résulte que z possede au moins un
diviseur premier. De ce fait, il existe un p € P tel que z € pZ = S(p,0). Ceci entraine

peP
Du reste, S(p,0) = pZ C Z \ {—1,1} pour chaque p € P, car tout nombre premier est
supérieur ou égale a 2. Par conséquent,

U S, 0) =2\ {-1,1}. (%)

peP

5. Sur l'infinité de I'ensemble des nombres premiers

Nous supposons que ’ensemble P des nombres premiers est fini. Au regard de 1’égalité
([®) ci-dessus, il en résulte que Z \ {—1,1} est fermé, en tant que réunion finie de fermés.
Ceci contredit la conclusion de la section 2l La supposition est par conséquent fausse. En
d’autres termes, I’ensemble des nombres premiers est infini.
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