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Dans cet article, nous répondons a trois questions indépendantes d’algebre matricielle.

1. Résolution d’une équation matricielle

Dans cette section, nous résolvons dans l'algebre .#5(R) I’équation

X2 4+ X +15=0.

A cet effet, nous considérons dans .#,(R) la matrice X = lz Z] Alors,

[ -

De ce fait, X2+ X + 15 = 05 si, et seulement si,

a2+ be ab+bd a’+bc+a ab+bd+0b

X+ X =

ac+cd be+ d? ac+cd+c bc—i—dz—&-d'

be+a?+a+1 =0,
ab+bd+b = 0,
ac+cd+c = 0,
be+d?>+d+1 =0,

c’est-a-dire
bla+d+1) =

0
cla+d+1) =0,
beta’+a+1=0

0

be+d*+d+1 =



Si b =0 ou c =0, alors le systéeme (S]) entraine

a?+a+1=0 et d+d+1=0.
Or, le polynéme 2 +t + 1 n’a pas de racine dans R. Le cas bc = 0 est donc & éliminer.
Maintenant, soit b # 0 et ¢ # 0. Alors, le systeme (S]) induit

a+d+1 =0,
be+a’>+a+1 =0,
be+d>+d+1 = 0.

Ceci équivaut a

d = —a-1,
be+a?+a+1=0;
en effet, ’égalité d = —a — 1 implique
P rd+l=d’+2a+1—-a—-1+1=d*>+a+1.

b

d] € Mo (R) vérifie X2 + X + 15 = 0o, alors

, . . a
Il en résulte que, si une matrice X = l
c

1
b0, c:—g(a2+a+1) et d=—a—1.

Réciproquement, si ces derniéres conditions sont satisfaites, alors des calculs simples per-
mettent d’établir que X2 + X + 15 = 0,.

foa )

Dans 'algebre .#5(R), une matrice est solution de ’équation
X+ X +1,=0,
si, et seulement si, elle a la forme

a b

a?+a+1

b —a—1

ou a est un réel quelconque et b un réel non nul.

2. Transposés de matrices équivalentes

Deux matrices A et B de ), ,(K) sont dites équivalentes s’il existe des matrices
inversibles P € .#,(R) et Q € .#,(R) telles que B = QAP.



Nous rappelons également que la transposée d’une matrice inversible est elle-méme in-
versible. Précisément, si M est une matrice inversible de .#,(K), alors sa transposée M T

est également inversible et
(v7) "= ()

Maintenant soient A et B deux matrices équivalentes de .#, ,(K). Alors, par définition,
il existe des matrices inversibles P € .#,(R) et Q € #,(R) telles que B = QAP. De ce fait,

BT = (QAP)T =PTATQT.

Or, les transposées P € .#,(K) et QT € .#,(K) sont inversibles. Puisque A" et BT sont
des matrices de ., (K), il en découle que AT et BT sont équivalentes.

foa )

Donc, si deux matrices sont équivalentes, alors il en est de méme pour leurs transposées
respectives.

3. Rang du produit de deux matrices

Soient des matrices A € #,,,(C) et B € ., ,(C). Dans cette section, nous allons
montrer que

15(AB) < min{rg(4).1g(B) .

et nous allons donner une condition sur les applications linéaires associées L 4 et Lg pour
qu’il y ait égalité entre les deux membres de I'inégalité précédente.

3.1. Un majorant du rang du produit de deux matrices

Nous rappelons que le rang d’'une matrice est la dimension de I'image de son application
linéaire associée. En particulier,

rg(A4) = dim (Im LA> et rg(B) = dim (Im LB),

puis

rg(AB) = dim(ImLAB),
ouLy:C*"—= C™et Lg:CP — C", tandis que
Laop=LjpoLp:CP - C™
Cependant, ’égalité Lap = L o Lp induit Im Lag C Im L 4. De ce fait,

dim(Im LAB) < dim(ImLA).



Autrement dit,
r5(AB) < 15(4). ()

Au demeurant, ’égalité Lap = L4 o Lp entraine ker Ly C ker Lag. D’ou
dim (ker LB) < dim(ker LAB>,

c’est-a-dire
— dim(kerLAB> < —dim(kerLB). (%)

Or, d’apres le théoréme du rang, nous avons
dim((Cp) =rg(AB) + dim(ker LAB) et dim((Cp) =rg(B) + dim(ker LB).
Ainsi,
rg(AB) =p— dim(ker LAB) et rg(B) =p— dim(ker LB).

Compte tenu de I'inégalité (F=H) ci-dessus, il s’ensuit que

rg(AB) < rg(B). ()

#

Eu égard aux égalités (@) et (&) ci-dessus, nous concluons que

rg(AB) < min{rg(4),1g(B)},

quelles que soient les matrices A € 4, ,(C) et B € 4, ,(C).

3.2. Une condition suffisante d’égalité
Soit L 4 'application linéaire associée a la matrice A et Lp celle associée a la matrice B.

Dans le méme esprit, L 4p désigne ’application linéaire associée & leur produit AB. Comme
nous ’avons vu plus haut, Ly : C* — C™ et Lg : CP — C", tandis que

Lyop=LpoLp:CP - C™
Nous allons montrer que, si L4 est injective ou Lp est surjective, alors
rg(AB) = min{rg(A),rg(B)}.

Tout d’abord, soit L4 injective. Alors, rg(A) = n, car, selon le théoréme du rang,

dim((C”) =rg(A) + dim (ker LA).



Cependant, rg(B) < min{n, p}. De ce fait, rg(B) < rg(4). D’ou

rg(B) = min{rg(4), rg(B)}.

Maintenant, soit X € ker Lap. Alors, La(Lp(X)) =0, et donc Lp(X) = 0, car 'application
linéaire L4 est injective. Ainsi, ker L C ker L. Or, nous avons vu précédemment que

ker L C ker L zp,
au regard de 'égalité Lo = L4 o L. Donc, ker Lap = ker Ly et
dim (ker Lap ) = dim (ker Lg).
En vertu du théoréme du rang, il en résulte que

rg(AB) =p— dim(ker LAB) =p-— dim(ker LB) =rg(B) = min{rg(A),rg(B)}.

A présent, soit Lp surjective. Alors, InLg = C", et donc rg(B) = n. Cependant,
rg(A) < min{m,n}. Ceci induit rg(A) < rg(B), puis

rg(4) = min{rg(4),rg(B) }.

Maintenant, soit Y € Im L4. Alors, il existe un X € C" tel que Y = L(X). Toutefois, il
existe un U € CP tel que X = Lp(U), car 'application linéaire Lp est surjective. D’ou

Y = LA(LB(U)) = (LaoLp)(U) = Lap(U).
De ce fait, Imn L4 C Im Lap. Or, nous avons vu précédemment que
ImLap CIm Ly,
au regard de ’égalité Lap = Lao Lp. Donc, Im Lag = Im L 4, puis

rg(AB) = dim(Im LAB) = dim(Im LA> =rg(A) = min{rg(A), rg(B)}.

#

Par conséquent, si L4 est injective ou Lg est surjective, alors

rg(AB) = min{rg(4),rg(B)}.



	Résolution d'une équation matricielle
	Transposés de matrices équivalentes
	Rang du produit de deux matrices
	Un majorant du rang du produit de deux matrices
	Une condition suffisante d'égalité


