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D’apres le théoreme de LAGRANGE, si GG est un groupe fini d’ordre n, alors 'ordre de
tout élément de G est un diviseur de n. Est-ce qu’en général, pour tout diviseur p de n, le
groupe fini G admet un élément d’ordre p? Pour les diviseurs premiers, AUGUSTIN LOUIS
CAUCHY répondit a cette question par l'affirmative.

Théoréme (Cauchy).

Soit G un groupe fini d’ordre n et p un diviseur premier de n. Alors, G admet au
moins un élément d’ordre p.

Dans cette note, nous démontrons ce théoréme. Précisément, nous proposons une dé-
monstration pour le cas abélien et une autre pour le cas non-abélien.

1. Démonstration du cas abélien

Soit G un groupe abélien fini d’ordre n et p un diviseur premier de n. Alors, p < n. Nous
allons raisonner par induction sur 'ordre n de G.

Tout d’abord, soit n = p. Alors, G est cyclique et tout élément de G, distinct de I’élément
neutre e, est un générateur de G. En effet, si a est un élément de G différent de e, alors, selon
le théoreme de LAGRANGE, le sous-groupe (a) engendré par a est d’ordre 1 ou p. Puisque
{e,a} C (a), il en résulte que (a) est d’ordre p. D’ott G = (a). Ainsi, tout élément de G,
distinct de 1’élément neutre, est d’ordre p.

Maintenant, nous supposons que tout groupe abélien fini, d’ordre strictement inférieur
a n et divisible par le nombre premier p, admet un élément d’ordre p. Soit a un élément de
G, distinct de I’élément neutre, d’ordre m. Alors, m > 2.

Premier cas : Soit m divisible par p. Alors, ’élément a» de G est d’ordre p. En effet,
(a%)p =a" = ¢
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et sii et j sont des éléments de 'ensemble {0, ...,p— 1} satisfaisant (a P ) = (a P ) , alors

%i = m?j [mod m], puis ¢ = j [mod p], et donc i = j.



Second cas : Soit m non divisible par p. Nous désignons par H le sous-groupe (a)
engendré par a. Alors, H est un sous-groupe distingué de GG, car G est abélien. Du reste,
card(G) n
card(G/H) = ————~ = —.
(G/H) card(H) m
Clairement, p est un diviseur de -, puisque p divise n, mais pas m. Du reste, ;- < n, car
m > 2. Ainsi, G/H est un groupe abélien fini, d’ordre strictement inférieur & n et divisible

par le nombre premier p. De ce fait, selon ’hypotheése d’induction, il existe élément b de
G tel que bH soit d’ordre p dans G/H. Soit k I'ordre b. Alors, (bH)* = b*H = eH = H.

k
Il en résulte que k est un multiple de 'ordre p de bH. Par conséquent, I’élément br de G
est d’ordre p (voir le premier cas). Ceci conclut la démonstration du théoreme de CAUCHY
pour les groupes abéliens.

2. Démonstration du cas non-abélien

Soit G un groupe non-abélien fini d’ordre n et p un diviseur premier de n. Alors, p < n.

Nous supposons que l'ordre de chaque sous-groupe propre de GG n’est pas divisible par
p. Alors, l'indice [G : H] de tout sous-groupe non-trivial H dans G est divisible par p, car
n = card(H) x [G : H| d’apres le théoreme de LAGRANGE. Soit Z(G) le centre du groupe
G et Z(g) le centralisateur de chaque g € G; autrement dit,

Z(G):{mGG : (VgGG)ga::xg} et Z(g):{mEG : gm:xg}.
L’application G x G — G, (g,z) + gxg~! est une action du groupe G sur lui-méme.
Pour cette action, Porbite O, d’un élément x de G est le singleton {x} si, et seulement si,
x € Z(G). Soient 1, . .., xy les représentants des différentes orbites ayant plus d’un élément.
Alors, le stabilisateur de chaque x; est le centralisateur Z(x;) de x;. Dot

card(G)

card (Z(z;)) =[G 2())]-

card(Og;) =

En vertu de la formule des classes, il en résulte que

k
G : Z(x5)),

=1

k
n = card(G) = Z card(Og) + Z card(Oy;) = Card(Z(G)) +
J=1 J

z€Z(G)

et donc

k
card(Z(G)) =n-— Z[G : Z(xj)].
j=1

Cependant, pour chaque j € {1,...,k}, nous avons 1 < [G : Z(x;)] < m car z; ¢ Z(G). De
ce fait, Z(x;) est un sous-groupe non-trivial de G. Ceci induit que p divise [G : Z(z;)] pour
tout j € {1,...,k}. Par conséquent, p divise card(Z(G)). Il en découle que Z(G) = G :
une contradiction, car GG est non-abélien. De ce fait, la supposition initiale est fausse.



Il existe donc un sous-groupe non-trivial de G dont 'ordre est divisible par p.

Maintenant, comme dans le cas abélien, nous allons raisonner par induction sur l’ordre

n de G.

Pour n = p, le groupe G est cyclique et tout élément de G, distinct de ’élément neutre
e, est d’ordre p.

A présent, nous prenons pour hypothése que tout groupe fini, d’ordre strictement infé-
rieur & n et divisible par le nombre premier p, admet un élément d’ordre p. Le groupe G
posséde un sous-groupe non-trivial H dont 'ordre est divisible par p. En vertu de I’hypo-
these d’induction, il en résulte que H, et donc G, admet un élément d’ordre p. Le théoréme
de CAUCHY, pour les groupes non-abéliens, est ainsi démontré.
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