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L’objectif ultime de cet article, divisé en deux sections, est de démontrer un théoréeme
introduit en 1922 par le mathématicien polonais KAzIMIERZ KURATOWSKI. Cet objectif
sera réalisé dans la deuxieme section de I'article, apres que le sous-bassement algébrique de
notre argumentation ait été exposé dans la premiere section.

1. Le monoide de Kuratowski

Un magma est un ensemble M muni d’une loi de composition
M x M — M, (z,y) — zy.

Le composé d’une séquence finie (x;)1<j<n d’éléments de M, oli n est un entier naturel non
nul, est défini comme suit :

n
— sin=1,alors [[| 2; = x1;
i=1

n n
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En particulier, la puissance n-iéme d’un élément x de M est définie par

T =z et " =z (:U”_l)

pour n > 2. En outre, si le magma M a un élément neutre e, nous définissons z° = e pour

chaque élément x de X ; nous posons également que le composé de toute suite vide est égal

a '’élément neutre e; en d’autres termes, [ [ z; = e.
jeb

1.1. Partie stable engendrée par un sous-ensemble d’'un magma

Nous rappelons qu'une partie A d’'un magma est dite stable si AA c A, c’est-a-dire si
xy € A pour tout couple (z,y) € A x A.

De toute évidence, 'intersection de toute famille de parties stables d’'un magma M est
également une partie stable de M. De ce fait, pour toute partie S de M, il existe une plus
petite partie stable contenant S, appelée partie stable de M engendrée par S.



Proposition 1.

Soit M un magma associatif et S un sous-ensemble de M. Alors, tout élément de la
partie stable de M engendrée par S a la forme x1x5 - - - z,, Ol n est un entier naturel
non nul, et les x1, x2, ..., T, sont des éléments de S.

Démonstration :

Soit S’ I’ensemble des éléments de la forme z1xs - - - z,, ol n est un entier naturel non
nul, et les x1, z9, ..., x, sont des éléments de S. Alors, par induction sur n, nous montrons
facilement que tout élément de S’ appartient a chaque partie stable de M contenant S. En
outre, S’ contient S et est stable pour la loi de M. En effet, si v et v sont des éléments de
S’, alors il existe des entiers naturels non nuls n et p, ainsi que des éléments z1, ..., T,
Tp4l, -y Tppp de S tels que u = x1 -2, et v = Tpg1 - Tpgp; et done

w = (21 2p) (Tpt1 Tntp) = T1° Tpip € ',

compte tenu de D'associativité de la loi de M. Par conséquent, S’ est la plus petite partie
stable de M contenant S, c’est-a-dire la partie stable de M engendrée par S. O

1.2. Le sous-monoide engendré par un sous-ensemble

Nous rappelons qu'un monoide est un magma associatif possédant un élément neutre.

Une partie d’'un monoide M est appelé sous-monoide si elle contient ’élément neutre
de M et est stable pour la loi de M. Le sous-monoide engendré par une partie S de M
est le plus petit sous-monoide contenant S.

Proposition 2.

Soit M un monoide et e son élément neutre. Alors, tout élément du sous-monoide
engendré par une partie S de M est un composé fini de puissances d’éléments de 5,
c’est-a-dire le composé d’une suite vide ou un élément de la forme

k
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ot k est un entier naturel non nul, les n; sont des entiers naturels, et les z; sont des
éléments de S. En particulier, le sous-monoide de M engendré par I’ensemble vide
est le singleton {e}.

Démonstration :

Soit S’ I'’ensemble des composés finis de puissances d’éléments de S. Alors, en raisonnant
par induction sur le nombre de composantes du composé fini, nous obtenons que tout élément
de S’ appartient & chaque sous-monoide de M contenant S. Ceci signifie que S’ est inclus



dans n’importe quel sous-monoide de M contenant S. Du reste, ’élément neutre e appartient
a 8, car il est égal au composé de toute suite vide ou égal & 2° pour tout x € M. Au
demeurant, si u et v sont des éléments de S’ tels que

k k+¢
_ g om1 Nk _ N _ k41 ke
u—llxj = x and v = || z; = ap Ty
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ou k et £ sont des entiers naturels non nuls, les n; sont des entiers naturels, et les x; sont
des éléments de S, alors, en raison de 'associativité de la loi de M, nous obtenons

k+L
_ ni ., Nk k41 k0 nj /
uv—(a:l :Bk)(ka $k+€)_||xj e s
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11 en résulte que S’ est la plus petite partie stable de M contenant 1’élément neutre e et S.
De ce fait, S’ est le sous-monoide de M engendré par S. A I’évidence, si S = (), alors le seul
élément de S’ est le composé d’une suite vide, c¢’est-a-dire 1’élément neutre e. Il

1.3. Un monoide ayant au plus sept éléments

Dans un magma dont la loi est notée multiplicativement, un élément = est appelé élé-
ment idempotent (ou simplement un idempotent) si 22 = z. Le cas échéant, 2" = z
pour tout entier n > 1. Ce fait s’établit facilement par induction sur n.

Le résultat suivant propose une description pratique des éléments du sous-monoide en-
gendré par une paire d’idempotents distincts.

Proposition 3.

Soit M un monoide et e son élément neutre. Par ailleurs, soient i et ¢ deux éléments
idempotents distincts de M, tous les deux différents de e. Alors, tout élément du
sous-monoide de M engendré par ¢ et ¢ appartient a {e, i, c} ou est de la forme

n
[12s = 2122+,
Jj=1

ou n est un entier vérifiant n > 2, et chaque x; appartient a {z’,c} avec T; # Tji1
pour tout j € {1, N 2}. Par conséquent, les éléments du sous-monoide de M
engendré par les éléments i et ¢ sont exactement les termes des suites (up)pen et
(Un)nen définies respectivement par

Uy = €,
Un+1 = Upt Sin est pair,

Up = Up—1C Si n est non nul et pair,



Vo = €,

Un+1 = UpC Si n est pair,

Up = Up—11 si n est non nul et pair.

Démonstration :

D’apres la proposition 2], tout élément du sous-monoide de M engendré par i et ¢ a la
forme

k
s
x:Haj]:aTl...aan’ (T)

ou k est un entier naturel non nul, les m; sont des entiers naturels, et les a; sont des éléments
de la paire {i, c}. Ainsi, pour établir la premiére affirmation de la proposition [, il suffit de
montrer la véracité de la propriété (P) suivante : si z a la forme (f]) et n’appartient pas a
{e, i, c}, alors il existe un entier n > 2 tel que

n
z=[ a5 = 2122 Tm,
j=1

ou chaque z; appartient a {z’,c} avec xj # x;11 pour tout j € {1, A 1}. Nous allons le
faire par induction sur k.

Nous soulignons tout d’abord que, si z a la forme (f]) et n’appartient pas & {e, 7, c}, alors
k = 2; le contraire induirait en effet
e si mp =0,
T=a;" = 1 si m=1 et a; =1,

>
c sim =1 et a1

I
o

Maintenant, soit x un élément de M n’appartenant pas a {e, 1, c} et ayant la forme (]
avec k = 2, c'est-a-dire x = aj"'a5"?. Alors, m; = 1 et mg > 1, puis a1 # ag; autrement,
nous aurions x € {e,i,c}. Puisque i™ = i et ¢™ = ¢ pour tout entier m > 1, il en résulte
que x = ajay. La propriété (P) est donc vraie pour k = 2.

A présent, nous supposons que la propriété (P) est vraie pour un entier k > 2. Soit x

un élément du monoide M tel que x ¢ {e, 1, c} et

k+1

_ My g o TR+
x—Haj = ay ap a7,
Jj=1

ol k est un entier vérifiant £ > 2, les m; sont des entiers naturels, et les a; appartiennent a
la paire {i,c}. Soit y = ai™ ---a;"*. Alors, y # e; autrement, nous aurions z € {e,i,c}. Si
y =1, alors apy1 = c et x = ic. De méme, si y = ¢, alors a1 = ¢ et * = ci. En revanche, si
y ¢ {e, i, c}, alors, en vertu de la supposition, il existe un entier n > 2 tel que

n
Y= Hfﬂj = T1X2 0 Ty,
j=1



ou chaque x; appartient a {i, c} avec T; # T;j41 pour tout j € {1, N 1} ; d’ou

s k41
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: MEg+1
T1T - Tpagg1 SIoap ¢{e,xn}.

De ce fait, si la propriété (P) est vraie pour un entier k > 2, alors elle est également vraie
pour k + 1.

La premiere affirmation de la proposition [3] est ainsi établie. La seconde affirmation s’en
déduit assez facilement. O

Le sous-monoide engendré par deux idempotents distincts, tous deux différents de 1’é1é-
ment neutre, peut étre infini (voir la proposition [B]). Toutefois, si les deux compositions de
ces idempotents sont également des idempotents, alors le sous-monoide est forcément fini.

Proposition 4.

Soit M un monoide et e son élément neutre. Par ailleurs, soient i et ¢ deux éléments
distincts de M\{e} tels que i* = i et ¢ = ¢, puis (ic)? = ic et (ci)® = ci. Alors,
tout élément du sous-monoide de M engendré par i et ¢ est égal a 'un des composés
suivants :

e, 1, c, ic, ct, ici, cic.
Démonstration :
Soient les suites (up)nen €t (Up)nen définies respectivement par
uy = e,

Un+1 = Upt Sin est pair,

Uy = Up_1C Sin est non nul et pair,

et
Vo = €,
Un+1 = UpC Si n est pair,
Up = Up—11 si n est non nul et pair.
Alors,
ug = e, U] = 1, U = ic, u3 = ict,
et

ug = icic = (ic)? = ic = us.

De ce fait, si un entier n > 2 est pair, alors u, = us; et si un entier n > 2 est impair, alors
u, = uz. Donc, tout terme de la suite (up)nen est égal & wug, u1, ug ou uz. Au demeurant,

vy = €, V] = ¢, Vo = Ct, VU3 = Cic,

et
vy = cici = (ci)? = ci = vo.



Par conséquent, si un entier n > 2 est pair, alors v, = wva; et si un entier n > 2 est
impair, alors v, = vs. Ainsi, chaque terme de la suite (v,)nen est égal a vy, v, ve ou vs.
Cependant, d’apres la proposition [3], les éléments du sous-monoide de M engendré par i et
¢ sont exactement les termes des suites (up )nen et (Up )nen. Le sous-monoide de M engendré

par i et ¢ est donc I’ensemble {e, 1,C,1C, Cl,1Cl, CiC {. [l

1.4. Le monoide de Kuratowski

Dans un monoide, dont la loi est notée multiplicativement, et 1’élément neutre désigné
par e, un élément x est dit involutif ou appelé involution si 22 = e, c’est-a-dire sil est
inversible et égal a son inverse.

Le résultat suivant propose une description pratique des éléments du sous-monoide en-
gendré par une involution et un idempotent.

Proposition 5.

Soit M un monoide et e son élément neutre. Par ailleurs, soit d une involution dif-
férente de e et ¢ un idempotent distinct de d et de e. Alors, tout élément du sous-
monoide de M engendré par d et c appartient a {e, d, c} ou est de la forme

n
[ 15 = 2122 2n,
j=1

ot n est un entier vérifiant n > 2, et chaque x; appartient a {d, c} avec T; # Tjt1
pour tout j € {1, N 2}. Par conséquent, les éléments du sous-monoide de M
engendré par les éléments d et ¢ sont exactement les termes des suites (uy)nen €t
(Un)nen définies respectivement par

ug = €,
Up+1 = Upd Sin est pair,

Up = Up—1C Si n est non nul et pair,

et
Vo = €,
Un+1 = UpC Si n est pair,
Up = Up_1d sin est non nul et pair.
Démonstration :

L’argumentation utilisée dans la démonstration de la proposition [3] fonctionne également
ici. La rédaction détaillée est laissée au lecteur. O

A présent, nous allons étudier un cas particulier de la proposition [l



Proposition 6.

Soit M un monoide et e son élément neutre. Par ailleurs, soient d et ¢ deux éléments
distincts de M\{e} tels que d? = e et ¢* = ¢, puis (dedc)? = dede. Alors, tout élément
du sous-monoide de M engendré par d et c est égal a I'un des composés suivants :

e, d, ¢, dc, cd, ded, cde, dede, cded, deded, cdede,
dedede,  cdeded,  dededed.
Démonstration :
Nous considérons les suites (un)nen €t (Up)nen définies par

uy = e,
Up+1 = Upd Sin est pair,

Uy = Up_1C Sim est non nul et pair,

et
vy = €,
Un+1 = UpC Si n est pair,
VUp = Up_1d sin est non nul et pair.

Alors,

ug = e, up = d, ug = dc, ug = ded, u4 = dedce, us = deded,
ug = dedede, u7 = dededced,
et

ug = dededede = (dede)? = dede = uy.

De ce fait, pour tout entier n > 4, nous avons

ug si n=0[mod4],

us si n=1[mod4],
Up = .

ug si n=2[mod4],

ur si n=3[mod4].

Il en résulte que chaque terme de la suite (up)nen est égal &
e, d, de, ded, dede, deded, dedede ou dededed.
Au demeurant,
vy = €, V1 = C, v9 = cd, v3 = cdc, v4 = cded, vs = cdedce,

vg = cdeded,

et
v7 = cdedede = ddededede = d(dedce)? = ddede = cde = vs.



si
si

si

Vg Si
Il s’ensuit que chaque terme de la suite (v, )nen est égal &
e, c, cd, cde, cdced, cdcede, cdeded ou cdedcede.

Puisque les éléments du sous-monoide de M engendré par d et ¢ sont exactement les termes
des suites (up)nen €t (Vn)nen (voir la proposition (), ceci conclut la démonstration. O

Le sous-monoide engendré de la proposition [0] est appelé monoide de Kuratowski.

2. Le Théoreme d’adhérence-complémentaire de Kuratowski

En topologie générale, le probléme d’adhérence-complémentaire se formule comme suit :

Partant d’une partie donnée A d’un espace topologique et comptant A lui-méme,
combien d’ensembles peuvent-ils étre construits en appliquant successivement le
complémentaire et l’adhérence 7

Le mathématicien polonais KAZIMIERZ KURATOWSKI a répondu a cette question dans un
article publié en 1922. Il a montré qu’au plus 14 ensembles peuvent étre ainsi construits. Dans
le méme article, il a exhibé sur la droite réelle une partie pour laquelle cette construction
livre 14 ensembles différents.

Le but de cette section est de prouver ce théoreme d’adhérence-complémentaire de Ku-
ratowski. Au préalable, nous donnons quelques faits de la théorie élémentaire des espaces
topologiques et examinons le probléme d’adhérence-intérieur.

2.1. Intérieur de I'adhérence et adhérence de l'intérieur

En composant l'intérieur avec I’adhérence et vice-versa, nous obtenons deux nouveaux
opérateurs, dont des propriétés notables sont données ci-dessous.

Proposition 7.

Soit X un espace :copologique. Pour toute partie A de X, l'intérieur de ’adhérence
de A, c’est-a-dire A, est noté a(A); tandis que 'adhérence de l'intérieur de A, c’est-
a-dire fi, est désignée par 5(A). A Dévidence, si A et B sont des parties de X telles
que A c B, alors a(A) < «a(B) et 5(A) < 5(B).



(a) Si A est une partie ouverte de X, alors A < a(A).
(b) Si A est une partie fermée de X, alors 5(A) < A.
(c) a(a(A4)) = a(A) pour toute partie A de X.
(d) B(B(A)) = B(A) pour toute partie A de X.

Démonstration :

(a) Soit A une partie de X. Alors, selon la définition de I'adhérence, A = A. Ceci induit
AcA Si A est une partie ouverte, alors A = fl, et donc A j, c'est-a-dire A < a(A).
_ (b) Soit A une partie de X. Alors, d’apres la définition de l'intérieur, A < A. Ainsi,
A c A. Si A une partie fermée, alors A = A, et donc A ¢ A, c’est-a-dire S(A) < A.

(c) Soit A une partie de X. Alors, a(A) est une partie ouverte de X. D’apres (a), il
sensuit a(A) < a(a(A)). Du reste,

° —_— o

a(a(A)) =a(Ad)= A =8 (Z) )
En outre, en vertu de (b), nous avons f3 (Z) c A, puisque A est une partie fermée de X.
De ce fait, a(a(A)) < A, cest-a-dire a(a(A)) < a(A). Par conséquent, o(a(A)) = a(A).
(d) Soit A une partie de X. Alors, selon (b), nous avons 3(B(4)) < B(A), car B(A) une

partie fermée de X. Par ailleurs, A < (A), d’apres (a). D’ou

De ce fait, 3(B3(A)) = B(A). O

2.2. Le probléeme d’adhérence-intérieur

Avant d’aborder le probléeme d’adhérence-complémentaire, examinons ce qui se passe
lorsqu’on applique successivement l'intérieur et I’adhérence & un ensemble.
Proposition 8.

Partant d’une partie donnée A d’un espace topologique X et comptant A lui-méme, au
plus sept ensembles peuvent étre construits en appliquant successivement l'intérieur
et 'adhérence ; notamment, les ensembles

A, A A o), BA), a@) and ﬁ(Z).

En outre, sur la droite réelle, c’est-a-dire I’ensemble R muni de sa topologie naturelle,
il existe une partie de laquelle sept différents ensembles peuvent étre ainsi construits.



Démonstration :

Pour un espace topologique X, soit M ’ensemble des applications de &?(X) (ensemble
des parties de X) dans lui-méme. Alors, M muni de la composition o (notée ici multiplica-
tivement) est un monoide. A Dévidence, I’application identique id »(x), symbolisée ici par
e, est élément neutre de M. De plus, les applications

i: P(X) > P(X), A A,

et
c: P(X)—> P2(X), A A,

sont des éléments de M vérifiant i2 = i et ¢ = ¢. Etant donné une partie A de X, soit
GS(A) I'ensemble constitué de 'ensemble A lui-méme et de tous les ensembles obtenus en
appliquant a A successivement l'intérieur et 'adhérence. Alors, les éléments de S(A) sont
précisément les ensembles ¢(A), ot ¢ appartient au sous-monoide de M engendré par les
applications i et ¢. Au demeurant, d’apres la proposition [7, nous avons

ic =« et ct = p,

puis
(ic)? = a® = a = ic et (ci)? = B% =B = ci.

Le sous-monoide de M engendré par ¢ et ¢ est donc ’ensemble
{e,i,c,ic, ci,icz’,cic} = {e,i,c,a,ﬁ,ai,ﬂc},
en vertu de la proposition 4 a la page Bl Par conséquent,
S(A) = {A, A,Z,a(A),ﬁ(A),a(A),ﬁ(z)}.
En particulier, sur la droite réelle (I’ensemble R muni de sa topologie naturelle), pour

A=([0,1]nQ)u[2,3[U]3,4] U {5},

I'ensemble G(A) a exactement sept éléments. En effet,

o

A=12,3[U13,4],

A=1[0,1]u[2,4] U {5},
a(A) =A=10,1[u]2,4],

=
=
||
o
||
™o
=

O‘(A) = 5(74) :]2a4[7
B(A) = a(4) = [0,1] U [2,4].

Le schéma [ & la page [[3] propose une représentation graphique de ces sept ensembles. [

10



2.3. Le théoreme d’adhérence-complémentaire de Kuratowski

Le complémentaire d’une partie A d’un espace topologique X est notoirement ’en-
semble X\ A. Dans un souci de simplification, il sera noté A*.

Théoréme 1 (Kuratowski, 1922).

Partant d’une partie donnée A d’un espace topologique X et comptant A lui-méme,
au plus 14 ensembles peuvent étre construits en appliquant successivement le complé-
mentaire et ’adhérence. Du reste, sur la droite réelle, il existe une partie de laquelle
14 différents ensembles peuvent étre ainsi construits.

Démonstration :

Pour un espace topologique X, comme dans la preuve de la proposition 8 soit M le
monoide des applications de Z(X) dans lui-méme, dont la loi est la composition o (notée
multiplicativement). Ici aussi, ’application identique id 2(x) est désignée par e. Alors, les
applications

d: P(X)—> P2(X), A— A* = X\A,

et
c: (X)) - 2(X), A— A,

sont des éléments de M satisfaisant d2 = e et ¢ = ¢. Etant donné une partie A de X,
soit G(A) I'ensemble constitué de l’ensemble A lui-méme et de tous les ensembles obtenus
en appliquant & A successivement le complémentaire et 'adhérence. Alors, les éléments de
GS(A) sont précisément les ensembles p(A), ol p appartient au sous-monoide de M engendré
par les applications d et ¢. Au demeurant, pour toute partie B de X, nous avons

(de)(B) = d(B) = X\B = X\B = i(X\B) = (id)(B)

et . . .
(cd)(B) = «(X\B) = X\B = X\B=X\B =d (B) — (di)(B),

c’est-a-dire

dec = id et cd = di,

ou

i: 2(X)—> P(X), A A.
Nous avons déja vu ci-dessus que la proposition [1 livre
(ic)? = a® = a = ic et (ci)? = B% =B = ci.

De ce fait,
(dede)? = (idde)? = (iec)? = (ic)? = ic = iec = iddc = dede.

Ainsi, d’apres la proposition [0l & la page [, le sous-monoide de M engendré par d et ¢ est
I’ensemble

{e, d,c,dc, cd, ded, ede, dede, eded, deded, edede, dedede, ededed, dcdcdcd}.

11



Les expressions de certains éléments de ce sous-monoide peuvent étre simplifiées :
ded = ddi = ei = 1,
cde = dic = day,

dede = ic = a,

cded = ci = f3,
deded = dp,
cdede = ca = cic = [,
dedede = dfe,

cdeded = cdff = dici = daod,
dededed = ddai = a.
Par conséquent, le sous-monoide de M engendré par d et ¢ est 'ensemble
{e, d, ¢, de, di, i, dov, o, 8, dB, Be, dfc, do, ai}.
Il en résulte que
&(4) = {4,4* AT, (4)", 4,a(4)*,a(4), B(4), 5(4)*,5(A), 8(A) ", a(4) ", a(4)}
En particulier, sur la droite réelle (I’ensemble R muni de sa topologie naturelle), pour
A=([0,11nQ) u[2,3[u]3,4] U {5},
I'ensemble G(A) a exactement 14 éléments. En effet,
A* =1—00,0[u(]0,1[ nQ*)U]1,2[u{3}U]4,5[ U5, +o0],
A* = (A)* =]-,2]u {3} U [4,+x],

o

A=12,3[U]3,4],

a(A) =A=10,1[U]2,4[,

B(A)" =]—o0,0[u]L,2[U]4, +oo[.

Le schéma [l & la page [I[3] donne une représentation graphique de ces 14 ensembles. O

12



O O 0 ® (o O A*
0 Q* 1 2 3 4 5
° ° ® a* = (A)*
2 3 4 ( )
0——o0——o0 A
2 3 4
— A=pA
. y B(A)
o (o B(A)*
2 4
° . 5(14)*:0‘(‘4)*
2 4
o—————o A
2 4 a( )
— —— ) A
0 1 2 4 5
0 o ) o O Z*
0 1 2 4 5 ( )
° —o o A)* = a(A)*
0 1 2 4 ( ) Ol( )
o———o0 o—o O‘(A)
0 1 2 4
*—o *r—e WZB(A)
0 1 2 4
o o ) o B(A)*
0 1 2 4

Schéma 1 — Complémentaires et adhérences successives d’une partie de la droite réelle
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2.4. Le probléeme d’adhérence-intérieur-complémentaire

Dans la foulée de ce qui précede, il convient d’analyser ce qui advient lorsqu’on applique
successivement le complémentaire, I’adhérence et 'intérieur & un ensemble.

Proposition 9.

Partant d’une partie donnée A d’un espace topologique X et comptant A lui-méme,
au plus 14 ensembles peuvent étre construits en appliquant successivement le complé-
mentaire, ’'adhérence et I'intérieur. Il s’agit précisément des mémes ensembles obtenus
en appliquant successivement seulement le complémentaire et I’adhérence.

Démonstration :

Etant donné un espace topologique X, nous considérons les applications
d: (X)) > P2(X), A— A* = X\A,

et
c: (X)) - 2(X), A— A,

puis

i: P(X)—> P(X), A— A,

Du reste, soit A une partie de X, et soit G(A) I'ensemble constitué de ’ensemble A lui-
méme et de tous les ensembles obtenus en appliquant a A successivement le complémentaire,
I'adhérence et 'intérieur. Alors, les éléments de G(A) sont précisément les ensembles p(A),
ou g appartient au sous-monoide S de M engendré par les applications d, c et i. A Dévidence,
S contient sous-monoide S’ de M engendré par les applications d et c¢. Cependant, dans la
démonstration du théoréme [, nous avons vu que i = ded. De ce fait, i € S’. Puisque S est
le plus petit sous-monoide contenant d, c et 4, il en découle que S = S’. Par conséquent, les
éléments de G(A) sont précisément les ensembles p(A), ol ¢ appartient au sous-monoide
S’ de M engendré par les applications d et ¢. Ceci conclut la démonstration. O
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