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Cette note présente la propriété universelle des produits d’espaces vectoriels et ses prin-
cipaux corollaires. Elle s’articule autour de I’exercice 1 de 'ouvrage Algébre linéaire et
algebre tensorielle [I] par CHAMBADAL et OVAERT.

l. Propriété universelle des produits d’espaces vectoriels

Théoréme 1 (Propriété universelle des produits).

Soit (F;);er une famille d’espaces vectoriels sur K, puis F' = [] F; 'espace vectoriel
i€l

produit de cette famille d’espaces vectoriels ; et, pour tout ¢ € I, soit Pr; le projecteur

canonique de F' sur F;. Soit en outre F un espace vectoriel sur K. Pour tout élément

(Ui)ier de T] Z(F, F;), il existe une application linéaire U et une seule de E dans F’
el
telle que Pr; o U = U; pour tout i € 1.

g U

F;

Pr;

L’application linéaire U n’est autre que 'application qui a tout élément = de E
associe 1'élément (Uj(z)),_, de F.

L’application (U;);er — U est un isomorphisme de I'espace vectoriel [[ Z(E, F;)
el

sur ’espace vectoriel .Z (E, I1 Fz>
i€l



Démonstration :

Unicité. Soit U une application linéaire de E dans F telle que Pr; o U = U; pour
tout i € I. Alors, pour chaque élément x de E, il existe un élément (y;);c; de F tel que
U(z) = (yj)jer. De ce fait,

Ui(z) = (Pri o U)(x) = Pri(U(x)) = Prs((w)jer) = v,

et donc
U(x) = (Ui(2)) ;- (1)
Ceci prouve 'unicité de U.

Existence. Une application U de E dans F est bien définie par la formule (). Pour des
vecteurs x et y de E, et des scalaires « et 3, nous avons

Ulaz + By) = (Uilax + BYy)),; = (Ui(z) + BU(Y)) ,c; = a(Ui(2)),c; + BUiY)) i pr

c’est-a-dire
Ulaz + By) = aU(z) + BU(y),

puis

(Pri o U)(x) = Pr;(U(x)) = Pri((Uj(2) ;o) = Uila).

L’application U est donc linéaire et vérifie Pr; o U = U; pour tout i € 1.

Linéarité. L’application ¢ de [] Z(F,F;) dans & (E, I1 FZ> ainsi déterminée par
i€l i€l

(Ui)ier — U, ou U est définie par la formule (), est linéaire. En effet, pour tout vecteur x

de E, et chaque couple (o, #) de scalaires, si U et V' sont les images respectives par ¢ des

familles (U;)ier et (Vi)ier d’éléments de [[ Z(E, F;), alors
iel

el

(Ui + 8V)(@)) = (ali(x) + BVi(x)

i€l

o(aUier + BVidier) = ap((Uiier) + B ((Vidier ).

Injectivité et surjectivité. Supposons que I'image U d’une famille (U;);c; d’éléments
de T] Z(FE, F;) par ¢ est nulle. Alors, pour tout i € I et chaque z € E, nous avons
el
UZ' (:L‘) = 0.

De ce fait, si U est nulle, alors il en est de méme pour tous les U;. Le noyau de ¢ est
donc réduit au vecteur nul ; 'application ¢ est par conséquent injective. Elle est au demeu-

rant surjective, car, pour tout élément U de .Z | E, [[ F; |, en posant U; = Pr; o U pour
el
chaque indice i € I, nous obtenons une famille (U;);c; appartenant a [[ Z(E, F;) qui est
iel
manifestement antécédent de U par ¢. O



I1. Corollaires

Dans cette section, nous présentons les trois principaux corollaires de la propriété uni-
verselle des produits d’espaces vectoriels.

Corollaire 1 (Produit d’une famille d’applications linéaires).

Soient (E;)ier et (Fi)ier deux familles d’espaces vectoriels sur K; puis soit Pr; le
projecteur canonique de [[ E; sur F; et Pr;- le projecteur canonique de ] F; su Fj.
el iel
1. Pour tout élément (V;);er de [[ Z(E;, F;), il existe une application linéaire V/
i€l
et une seule de [] E; dans [] F; telle que Pr; oV =V oPr; pour tout j € J.
iel iel

v
E;

F;

Pr;

7
J Prj

[l & [I Fi

el el

Cette application V', appelée produit des applications linéaires V;, est également
symbolisée par [] V;.

el
2. L’application (V;);er — [] Vi est une application linéaire injective de espace
el
produit [[ Z(E;, F;) dans & (]_[ Ei 11 E) ; son image est constituée des applica-
iel iel  iel

tions linéaires W de [] E; dans [] F; telles que (Pr} o W) (Ker(Pri)) soit réduit au
vecteur nul de F; po&f [tout 1€ IZ.EI

3. L’image et le noyau de H Vi sont liés aux images et aux noyaux des applications
linéaires V; par les relations !

Im (H v) =[[m(Vi) et  Ker (H V) = [[ Ker(Vy). (2)

el i€l i€l i€l
En particulier, pour que Iapplication [] V; soit surjective (resp. injective), il faut et
i€l
il suffit que, pour tout i € I, 'application linéaire V; soit surjective (resp. injective).

Démonstration :

Assertion 1. Il suffit ici d’appliquer la propriété universelle des produits (voir le théo-
reme(I]), en posant £ = [] E; et en considérant la famille (U;);c; d’applications linéaires de
el
FE dans F;, ou U; = V; o Pr; pour tout i € I.



Assertion 2. Soit v 'application de [ Z(E;, F;) dans .& (H Ei, 11 Fl> donnée par
i€l el i€l

(‘/i)ief — H ‘/;:7
el

et x 'application de [] .Z(FE;, F;) dans [[ Z(F, F;) définie par (V;);er — (V;oPr;);cr. Nous
el iel
considérons par ailleurs 'application ¢ de [] .Z(FE, F;) dans .& (H Ei, 11 FZ> définie dans
el iel el
la démonstration du théoreme [Il Alors, v = ¢ o x. Puisque ¢ est un isomorphisme, il suffit
donc de montrer que x est une application linéaire injective.

En effet, si V; et V/ sont des applications linéaires de E; dans Fj, et si a et 5 sont des
scalaires, alors

[(aVi+ BV]) o Pri](z) = aVi(zi) + BV (;) = a[(Vi o Pr;)(2)] + B[(V] o Pry)(z)]

pour tout vecteur x = (x;);e; de E. Ceci signifie que I'application x est linéaire. De plus,
étant donné un élément (V;);cr de H L(E;, F;), si (V;0Pr;)er est le vecteur nul de I’espace
vectoriel ‘H Z(E, F;), alors V;(x;) ZiIO pour chaque ¢ € I et tout vecteur x; de F;. Le noyau
de x se réfi]uit de ce fait au vecteur nul.

Soit W une application linéaire de ZE[I E; dans ZIEIIFZ contenue dans l'image de 7. Alors,
il existe un élément (V;);cr de H L (E;, F;) tel que Pr, o W = V; o Pr; pour tout i € I. De
ce fait, pour tout ¢ € I et Chaqlllelélément x = (x;)jer de Ker(Pr;), nous avons x; = 0, puis

(Prjo W)(z) = (Vi o Pry)(x) = Vi(Pri(x)) = Vi(w:) = V;(0) = 0,

et donc

(Pr, o W) (Ker(Pri)) = {0}

Si réciproquement W est un élément de & <H Ei 11 E) vérifiant la derniére égalité pour
iel i€l
tout ¢ € I, alors des applications linéaires V; de E; dans F; sont définies par

Vi(x;) = (Pr} o W)(Inz(xz))

De plus, pour tout élément z = (x;),cr de H E;, nous avons x = In;(x;) +y, ot y = (y;)jer,

puis y; = 0 et y; = z; pour tout j € I — {3 } Puisque y appartient a Ker(Pr;), ceci induit
(Pr} o W)(@) = (Pr} o W) (Iny(wi) + y) = (Pr} o W) (Tny(wi)) = Vi(w:) = Vi(Pri(a))

De ce fait, Pr; o W = V; o Pr;; I'élément (V;);c; de [[ Z(FE;, F;) défini ci-dessus est donc
i€l
antécédent de W par ~.



Assertion 3. Soit y = (y;)ics un élément de 'image de [] V;. Alors, il existe un élément
el
(x;)ier de T] E; tel que y = (V;(CEZ)) R Ceci entraine y; = Vj(z;) pour tout ¢ € I. Donc,
i€l S
y € [T Im(V;). L’image de [] V; est de ce fait contenue dans [] Im(V;).
icl icl icl
Pour établir l'inclusion réciproque, considérons un élément y = (y;)ier de [] Im(V5).
i€l
Alors, pour tout ¢ € I, il existe un vecteur x; de F; vérifiant y; = V;(z;). Donc,

x = (zi)ier € [[ B et y= (Vz‘(ﬂ?i)) = (H Vz) (z).
. el .
i€l el
Ceci signifie que y appartient a I'image de [] V;. Par conséquent, 'image de [] V; contient
i€l el
[T Im(V;). La premiere égalité de (2]) est ainsi prouvée.
el

Soit = (z;);es un élément du noyau de [] V;. Alors, (Vz(;rz)) , est le vecteur nul de
1€

el
[I F;. Ceci entraine V;(x;) = 0 pour tout ¢ € I, et donc = € ] Ker(V;). De ce fait, le noyau
i€l i€l
de [ Vi est contenu dans [] Ker(V}).
i€l i€l

Pour montrer I'inclusion réciproque, considérons un élément x = (z;);er de ] Ker(V5).
icl
Alors, Vi(z;) =0 pour tout i € T et | [[ Vi | (z) = (Vz(xl)) .= 0. Par suite, x appartient
iel 1€
au noyau de [] V;. Ce dernier contient donc [] Ker(V;). D’ou la seconde égalité de (2).
i€l iel

Le reste de l'assertion 3 découle de maniere triviale des égalités (2I). ]

Corollaire 2 (Produit d’une famille de sous-espaces vectoriels).

Si F; est un sous-espace vectoriel de F; pour tout ¢ € I, et si V; est l'injection

canonique de E; dans Fj, alors [[ F; est un sous-espace vectoriel de [] F;, et [[ V;
icJ i€l il
n’est autre que 'injection canonique de [[ E; dans [] F;.
iel il

Démonstration :

Soient x = (x;)ier et y = (yi)ier des vecteurs de [] Fj;, puis « et § des scalaires. Alors,

el
ax + By = (ax; + Byi)ier appartient & [] F;, car E; est un sous-espace vectoriel de F; pour
el
tout ¢ € I. Donc, J] E; un sous-espace vectoriel de [] F;. Au demeurant,
icl il
(H V> (2) = (Vilws) = (@i)ier = =
icl iel
De ce fait, [] V; est 'injection canonique de [[ E; dans [] F;. O
iel iel iel



Corollaire 3 (Produit d’une famille d’espaces vectoriels quotients).

Soit (E;)ier une famille d’espaces vectoriels sur K, et E; un sous-espace vectoriel
de E; pour tout ¢ € I. On désigne par V; 'application linéaire canonique de E; sur

E;/E!. Alors, [[V; est une application linéaire surjective, dite canonique, de [] E;
icl iel
sur [[(E;/E!), dont le noyau est [] E.
icl icl

Ainsi, 'espace vectoriel [](E;/E}) est canoniquement isomorphe & lespace vec-
el

toriel (H EZ-> / (H EZ’>
iel iel

Démonstration :

D’apres le corollaire [I], I'image du produit des applications linéaires canoniques V; de F;
sur E;/E! est donnée par

Im (H m) — [TV = T](E:/ED.

icl el el

Done, [] V; est une application linéaire surjective de [] E; sur [[(E;/E!). Son noyau est

il il icl
Ker (H w) = [[Ker(V;) =[] E;-
icl il iel
En vertu du théoréme d’homomorphie, il en résulte que l'espace vectoriel [](E;/E}) est
i€l
canoniquement isomorphe & l’espace vectoriel (H EZ> / (H E{) [l
icl il
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