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Dans cette note, nous présentons une condition suffisante pour que deux lois de composi-
tion internes sur un méme ensemble, ayant chacune un élément neutre, soient idempotentes.
Cette condition est la distributivité mutuelle des actions a gauche déduites de ces lois.
Précisément, étant donné deux lois de composition sur un méme ensemble, ayant chacune
un élément neutre, nous démontrons que, si les deux actions a gauche déduites de ces lois
sont mutuellement distributives, alors les deux lois sont idempotentes.

Une loi de composition interne T sur un ensemble F est dite idempotente si chaque
élément de E est idempotent, c’est-a-dire xTx = x pour chaque x € E.

Avant d’établir le résultat annoncé, il convient de rappeler certains éléments de la théorie
des actions.

1. Rappels sur les actions

Soient €2 et E deux ensembles. Une action de ) sur E est une application de €2 dans
’ensemble E¥ des applications de E dans lui-méme.

Par exemple, pour chaque ensemble FE, 'application identique
E¥Y 5 EF f f,

est une action de E¥ sur E. Elle est appelée action canonique de E¥ sur E.

1.1. Actions déduites d’une loi de composition interne

Soit T une loi de composition sur un ensemble E. Pour chaque a € F, 'application

Yo: E—FE, x—aTx,



est appelée translation a gauche par a, tandis que 'application
6o E—E, x+—xTa,

est appelée translation & droite par a. Ces translations définissent deux actions de E sur
lui-méme ; notamment,

v:E = EP arn,, et 6:E—EF, a—4,.

La premiere, v, est appelée action a gauche de E sur lui-méme déduite de la loi T. La
seconde, ¢, est nommée action a droite de F sur lui-méme déduite de la loi T.

1.2. La notion de distributivité dans la théorie des actions

D’entrée de jeu, nous rappelons la notion de distributivité pour les lois de composition
internes.

Définition 1.

Soient T et L deux lois de composition internes sur un ensemble E. La loi L est dite
distributive a gauche (resp. & droite) par rapport a la loi T si

xl(yTz) = (zLy)T(zLlz) (resp. (xTy)lz = (:z:J.z)T(yJ.z))

quels que soient x, y et z dans E. Une loi distributive a gauche et a droite par rapport
a une autre est dite simplement distributive par rapport a cette derniere.

La distributivité se concoit également pour chaque action sur un magma.

Définition 2.

Une action f : Q — EF, o+ f,, d'un ensemble Q sur un magma F de loi T, est
dite distributive si, pour tout a € €2, 'application f, est un homomorphisme de
E dans lui-méme, c’est-a-dire fo(zTy) = fo(z)T fo(y) pour tout a € Q et chaque
couple (z,y) € E x E.

Il est aussi possible de définir la distributivité entre deux actions d’un ensemble sur
lui-méme.

Définition 3.

Soient f : o f, et g: a— g, deux actions d’un ensemble E sur lui-méme. L’action
g est dite distributive par rapport a 'action f si

9a(f5(2)) = fgo(8) (9a(2))

quels que soient «, 8 et = dans FE.



Soient T et L deux lois de composition sur un ensemble E. Pour la loi T (resp. 1), la
translation a gauche par un élément o € E est notée f, (resp. go). En d’autres termes,

fa:E—=FE, z—aTx,
et
Jgo ' F—FE, z— alx.

L’application f : E — E¥, a — f,, est donc Paction & gauche de E sur lui-méme déduite
de la loi T, tandis que Papplication g : E — E¥| « + g4, est I'action & gauche de F sur
lui-méme déduite de la loi L.

Dire que 'action f est distributive par rapport a ’action g signifie que, quels que soient
a, B et x dans E, nous avons

falgs(®)) = g5.(8)(fa()),

c’est-a-dire
aT(fLlx) = (aTp)L(aTx).

De maniere analogue, la distributivité de l'action g par rapport a laction f signifie que,
quels que soient «, 8 et x dans E, nous avons

9o (f6(2)) = fga(8) (9a(2)),

c’est-a-dire
al(fTz) = (alp)T(alx).

&

Par conséquent, étant donné des lois de composition T et L sur un ensemble E, dire que
chacune des actions a gauche de E sur lui-méme déduites de ces deux lois est distributive
par rapport & l'autre signifie que chacune de ces deux lois est distributive a gauche par
rapport a l'autre.

2. Une condition suffisante d’idempotence de deux lois sur un
méme ensemble

Dans cette section, nous démontrons le résultat suivant.

Proposition 1.

Soient T et L des lois de composition sur un ensemble E admettant chacune un
élément neutre. Si ’action a gauche de F sur lui-méme déduite de chacune de ces lois
est distributive par rapport a ’autre, alors tout élément de E est idempotent pour
ces deux lois.



Démonstration :

Soit e 1’élément neutre de la loi T et w I’élément neutre de la loi L.

Idempotence de la loi T

Alors, u = uTe et e = elu. Dot w = uT (eLu). Puisque la loi T est distributive par
rapport & la loi L, il en résulte que v = (uTe)L(uTu) = ul(uTu). Comme u est neutre
pour la loi L, ceci induit u = uTwu. A présent, soit x € E. Alors,

xTx = (zlu)T(zLlu).
Or, la loi L est distributive a gauche par rapport a la loi T. D’ou
xTex=zl(uTu) =zlu==x.
Tout élément = de F est donc idempotent pour la loi T.
Idempotence de la loi L

La neutralité des éléments e et u respectivement pour les lois T et L entraine e = eLu et
u = uTe. Par suite, e = eL(uTe). En vertu de la distributivité & gauche de L par rapport
a T, il s’ensuit
e = (elu)T(ele) =eT(ele) =ele.
En outre, pour tout € E, nous avons zlx = (zTe)L(zTe) = 2T (ele), car la loi T est

distributive a gauche par rapport a L. Puisque ele = e, il en découle que xlx = zTe = .
Par conséquent, tout élément z de E est idempotent pour la loi L. O
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