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Dans un repere orthonormé fixé d’origine O, soit une ellipse d’équation 75 +

IS
I
—

Si M est un point de Dellipse, et T la tangente a 'ellipse en M, alors la quantité
d(F,T) x d(F',T) est indépendante du choix de M.

Démonstration :

Soit M (xg,yo). Alors, une équation cartésienne de la tangente 7 est
(b°x0)x + (a’yo)y — ab* = 0.

Du reste, les coordonnées des foyers sont données par F(c,0) et F'(—¢,0), o ¢ = Va? — b2.

Ainsi,
d(F.T) = b2zoc — ab?|  b? - |a® — zoc|

\/b43:(2) + a*y? \/b4x% + aty?
et

— b2xoc — a?b? b2 - a2 + xgc

d(F',T) = =

\/brad + atyl \/ b ad + aty}

De ce fait,

b |(a® — moc)(a + zoc)| bt - [at — adc?

d(F.T) x d(F', T _
( ) > d( ) bk + aty} bk + aty}

Cependant, 23 < a® et ¢ < a®. D'ott 0 < a* — 23c? et

bt (a* — 23c?)
d(F d(F’ =—" 07



Par ailleurs, b?z2 + ay2 — ab® = 0, c’est-a-dire a’y? = —b?22 + a?b%. D'olt
biaf + a'yd = b'ad + a®(a®y]) = blaf + a®(—b*xf + a®b?) = b af — a®b%xf + a'b?
= a'b? — b?x3(a® — b?)
=atb? — bzl‘%CQ

= b*(a* — 23c?).

Donc,
bt (a* — x3c?)
d(F x d(F' = "0 2
R R
Par conséquent, la quantité d(F,T) x d(F’,T) est indépendante du choix de M. O

Soient A et A’ les sommets de ellipse situés sur 'axe focal. Si M est un point de
Dellipse, distinct de A et A’, puis P et P’ les points d’intersection de la tangente en M
avec les tangentes aux sommets A et A’ alors le produit AP x AP’ est indépendant
du choix de M.

Démonstration :
Soit M (z0,yo) un point de 'ellipse distinct des sommets A(a,0) et A’'(—a,0). Alors, o # a
et xg # —a, puis yg # 0. De plus, la tangente T & ellipse en M a pour équation

(V?z0)z + (a’yo)y — a®b* = 0.

Maintenant, soient P et P’ les points d’intersection de la tangente 7 avec les tangentes
aux sommets A et A’. Ces derniéres ont pour équations cartésiennes r = —a et = = a,
respectivement. De ce fait, les abscisses des points P et P’ sont zp = a et zpr = —a. Il en
résulte que les ordonnées des points P et P’ satisfont

ab’xy + a2y0yp —a’h’ =0 et — ab’zo + aQyoyp/ —a?? =0.
La premiére de ces deux égalités entraine

a’b? — ab’zy  ab*(a —x9)  b*(a — x0)
yp - 2 - 2 — .
a~yo a“yo ayo

La seconde égalité livre

a?t? +ab*zy  ab?(a+x9) b*(a+ x0)
Yypr = 3 = 3 = .
a“Yo a“yo ayo

Cependant, AP = |yp| et A’P’ = |yp/|. Par conséquent,

b*|(a — z0)(a + )| B bt |a? — :c%| B bt (a? — :c%)
a*ys o dlyy dy

AP x AP =



car xo < a. En outre, b?z2 + a’y? — a®b* = 0. D'out
a®yd = a®v? — b2k = v*(a® — 2?)

et

402 2
AP x AP = Tl 2T g
b2(a? — )
Le produit AP x AP’ est donc indépendant du choix de M. O

Une argumentation analogue permet de prouver ce résultat pour les sommets B et B’ du
petit axe. Précisément, si M est un point de lellipse, distinct de B et B’, puis P et P’ les
points d’intersection de la tangente en M avec les tangentes aux sommets B et B’, alors

BP x BP' = a2

Une droite passant par un des foyers de ’ellipse est réfléchie sur I’ellipse en une droite
passant par I'autre foyer.

Démonstration :

Il s’agit ici de démontrer que pour tout point M de l’ellipse, la droite normale a la tangente
(T) alellipse en M est la bissectrice de I'angle F M F".

Nous supposons tout d’abord que M est I'un des sommets de ’axe focal. Alors, la droite
(MF) est égale & (MF') et (FF'), puis est la normale & (7). Du reste, 'angle FMF" est
nul. De ce fait, la normale (M F') a (T) est bel et bien la bissectrice de 1'angle F M F".

Dans la suite de ’argumentation nous supposons que M est distinct de I'un des deux
sommets de ’axe focal. De plus, nous considérons le point N d’intersection de ’axe focal
(FF'") et de la perpendiculaire & (7) en M. Alors, la droite (MN) est la normale a la

tangente (7)) en M. Nous allons établir que les angles FMN et F'MN sont congruents.
Ceci équivaut a
cos (MesFMN) = cos (MesF’MN) ,

MF x MN _ MF x MN

—
ME-MN _MF - MN @
MF MF
Soit M (xo,yo). Alors, yo # 0 et une équation de la tangente (7)) a l'ellipse en M est

c’est-a-dire

ou

(V?20)x + (ayo)y — a*b* = 0.

Donc, o (—a?yg, b%zg) est un vecteur directeur de (7). L’abscisse zy et Pordonnés yy du
point N vérifient ainsi yy = 0 et

0= MN = —a*yo(zn — mo) + b%20(0 — yo) = —a’yoxn + a*xoyo — b>zoYo.



De ce fait,
2 2 2

a“zoyo — b*xoyo b xg
a?yo a

et

b2z
(22 ).

Du reste, les foyers de Uellipse sont donnés par F(c,0) et F'(—¢,0), ot ¢ = Va? — b%. D’ou
—
ME (¢ — 20, —Y0) et MF'(—c — 0, —Y0)-

Par conséquent,

b2z bzcx b2 2
MFE - MN = ——O (c—m0) +vg = 0+7a0+y0

et
— b2z b2cx b2 2
?\4F’-M?§3:—70(—c—330)+y3— 2 0+TO+

Cependant, les coordonnées (g, yo) de M satisfont I’équation de l'ellipse. Autrement dit,

bzf% +y5 = b*.
Il en résulte que
WE .UM - _bac;co T b (a2a; cxo) (%)
et )
MF' - MN = b;fo ERLAC ; z0) (+#)



b2 2
M'F2:(C—i50)2‘f‘y(2):CQ—QCl“o—Facg-i—yg:a2—132—20330—1—::3%—1—62—ﬂ

a2
et
ME? — at — 2a%cxo + a’af — b?ad  a* — 2a’cxo + (a® — b*)ad  a* — 2aPcx + P2
B a? B a? B a?
B (a2 — cxo)2
- 2
a
puis
b2$2
(MF')? = (c+x0)? + y§ = ¢ + 2cxo + 23 + y§ = a® — b* + 2cwp + x5 + b* — a_20
et
(MF')? = at + 2a%cwo + a’af — b?xd a4+ 2aPcxo + (a* — bP)xd o' + 2aPcxo + P
N a? N a? N a?
~(a® + cxp)?
-

Par ailleurs, —a < 29 < a et 0 < ¢ < a. Ainsi, —a® < cxy < a?, puis

0<a2—ca:0 et 0<a2+ca:0.
Ceci entraine ) )
a® —cx a® + cx
MF=-——"2 et MF == 120
a a

Compte tenu des égalités (&) et (H) ci-dessus, il en découle que

MFE - MN _ b*(a® — cmo) " a b?

MF a? a2 —crg a

et
MF . MN b (a* + cm) a b
MF' a? a’?+cro a’

L’égalité ([f]) est donc vérifiée. Ceci signifie que
Mes FMN = Mes F'MN.

Par conséquent, la droite (M N) est la bissectrice de 'angle FMF' O

Si M et P sont deux points de I’ellipse pour lesquels la tangente en M est parallele
a (OP), laire du triangle OPM est indépendante du choix des points M et P.




Démonstration :

Soit (7)) la tagente a ellipse en un point M (zg,yp), puis P(zp,yp) un point de Dellipse
tel que la tangente (7)) soit parallele a la droite (OP). De plus, nous désignons 'aire du
triangle OPM par S, puis considérons les sommets A, A’, B et B’ tels que [AA’] et [BB'|
soient respectivement grand axe et petit axe.

PREMIER CAS : Soit yg = 0, c’est-a-dire M = A ou M = A’. Alors, la tangente (7) est
parallele a 1'axe (BB'). De ce fait, P = B ou P = B’. Par conséquent, OPM est 1'un des
triangles OBA, OBA’, OB’ A et OB’A, rectangles chacun en O. D’ou

ab

S:2

SECOND CAS : Soit yo # 0. Alors, l'aire du triangle OPM est
1

Cependant,
9 Tp

det (OT/[, ﬁ) = = xoyp — YoTp.

Yo Yp
De ce fait,
45% = (zoyp — yorp)® = 25yp + Yiah — 2m0yrYorp-
Autrement dit,
458% = z2y% + yiab — 2(zoxp) (Yoyp)- (©)

Par ailleurs, la démonstration de la Propriété [3l enseigne que 7(—a2y0, b%x() est un vecteur
directeur de la tangente (7°) a Dellipse en M. Puisque cette tangente est parallele a la droite



(OP), il en résulte que

2
Tp —a“Yyo
0 = det (ﬁ, 7) = = b’zoxp + a*yoyp.
yp b’z
De ce fait,
b2x0xp
Yoyp = — )

De plus, les coordonnées des points M et P satisfont I’équation de ’ellipse. Ainsi,

by + ang = a?b? et brp + a2y123 = a’b?,
c’est-a-dire 5 5
bex bex
yg = b — 7(120 et y123 =b? — aQP'

2 2
a a
2 2,.2,.2 2,22
— 22 brrgrp p22 — brrgrp 2b Toxrp
0 a2 2 a2

Donc,

En outre, I’égalité (&) livre
b2rozp

CLQ?/O

yp = —

puis

4,2 2,2
a~yg a“yp

4 4
a’b? = b2$%3 + a2y123 = b2x2p + Lb x%:n%; = b2x%; + b x(%:E%D = (1 + b2x%> b2z
a

Ceci entralne

o @Yo+, a5 ﬁ 2
= e rp = oy xp = 7 Tp.
De ce fait,
rp =200,

Il en découle que

Par conséquent,

L’aire du triangle OPM est donc indépendante du choix des points M et P.



