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Soit (P) une parabole de sommet S, de foyer F' et de directrice (D). Alors, il existe un
_>
repére orthonormé (S, 1,7 ), dans lequel (P) a pour équation y? = 2pr. Au demeurant,
une équation de la directrice (D) et les coordonnées du foyer F' sont données par

Soit M un point de la parabole distinct du sommet, et H son projeté orthogonal sur
la directrice. La tangente a la parabole en M coupe sa tangente au sommet au milieu
du segment [F'H].

Démonstration :

Soit (7) la tangente a la parabole au point M. L’abscisse et 'ordonnée de M étant respec-
tivement xzq et yo, la disjonction des cas yg < 0 et yg > 0 et des calculs simples permettent
de montrer qu’une équation cartésienne de (7)) est yoy = p(x + xp). Ceci équivaut a

px — Yoy + pro = 0.

Par ailleurs, H (—&,40). Donc, 'abscisse du milieu I du segment [F'H] est
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Le point I appartient de ce fait a I’axe des ordonnées (S, J ), qui est du reste la tangente a
la parabole (P) au sommet S. Ainsi, pour conclure la démonstration, il suffit d’établir que



la tangente (7) passe par I. A cet effet, nous notons que 7(3/0, p) est un vecteur directeur
de (7). De plus,

TH—Tp = — =—p et yg — yFr = Yo — 0 = yo.

Par conséquent,
7 -FH = —yop + yop = 0,

(D) yA

La tangente (7) est donc perpendiculaire a la droite (F'H). Ainsi, dans le triangle M F H, elle
est la hauteur issue du point M. Cependant, par définition des paraboles, M F = d(M, (D)),
c’est-a-dire M F' = M H. Ceci signifie que le triangle M F'H est isocéle en M. Il en résulte que
(T) est la médiatrice du segment [F'H]. De ce fait, le milieu I du segment [F'H] appartient

A (T). Dot (T) N (8.7) = {1}. 0

Deux tangentes a la parabole qui sont perpendiculaires se coupent sur la directrice.

Démonstration :

Soient M et M’ des points distincts de la parabole (P), puis (7) et (77) les tangentes de
(P) respectivement en M et M’. Nous supposons que (7)) et (7”) sont perpendiculaires en
un point P. Alors, chacun des points M et M’ est distinct du sommet S, car la tangente



N

a (P) en S est I'axe des ordonnées et aucune tangente de (P) n’est parallele a 'axe des
abscisses. Maintenant, soient H et H’ les projetés orthogonaux respectifs des points M et
M’ sur la directrice (D). Alors, les tangentes (7) et (7’) sont les médiatrices respectives
des segments [F'H] et [FH'] (voir la Propriété [ ci-dessus).

(D) (7"
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Cependant, (FH) L (T) et (T) L (T') entrainent (FH) || (7). En outre, (FH) || (T") et
(T") L (FH') induisent (FH) L (FH'). De ce fait, FHH' est un triangle rectangle en F.
Ses médiatrices (7) et (7’) se rencontrent donc au milieu de I’hypoténuse [H H']. Puisque
[HH'] C (D), il en résulte que P, le point de rencontre des tangentes (7)) et (77), appartient
a la directrice (D). O

Démonstration alternative (méthode analytique) :

Soient M (z0,y0) et M'(xy,y,) des points distincts de la parabole (P), puis (T) et (77)
les tangentes de (P) respectivement en M et M’. Nous supposons que (7) et (77) sont
perpendiculaires en un point P. Alors, chacun des points M et M’ est distinct du sommet
S, car la tangente & (P) en S est 'axe des ordonnées et aucune tangente de (P) n’est
parallele & 1’axe des abscisses. Des équations cartésiennes de (7) et (77) sont donc données
par

(T) :yoy =p(x +m0) et (T'):ypy = plx + xp).

Ainsi, en raison de la relation (7) L (7”), nous avons £ x yﬂ/ = —1, c’est-a-dire
<0

Yoyo = —p°.



En outre, yo # y;. Le couple de coordonnées (zp,yp) est par conséquent I'unique solution
du systeme d’équations suivant :

{ PT — Yoy = —Pxo,
pT — Yoy = —p}).

Il en résulte que

| —pTo  —Yo |
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Cependant,
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Ceci entralne
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De ce fait, le point P, intersection des tangentes perpendiculaires (7°) et (7”), appartient &
la directrice (D). O

La réflexion sur une parabole, a chaque droite coupant la parabole, appelée droite
incidente, associe une droite dite réfléchie. En I’espéce, la normale a la parabole au point
d’intersection de la droite incidente et de la parabole est bissectrice de la droite incidente
et de la droite réfléchie.

Les droites horizontales se réfléchissent sur la parabole en droites passant par son
foyer.

Démonstration :

Soit (G) une droite horizontale coupant la parabole (P) en un point M. De plus, soit H le
projeté orthogonal de M sur la directrice (D), et A un point de (G) situé a U'intérieur de la
parabole (P). Par ailleurs, nous désignons le milieu du segment [F'H] par I. Alors, la droite
(M) est la tangente a (P) en M (voir la Propriété [l ci-dessus).

Maintenant, soient B et N des points situés a U'intérieur de la parabole (P) tels que :

e (MB) soit la droite réfléchie sur (P) par (G);

e (MN) soit la normale a la parabole en M.



Alors, par définition, (M N) est la bissectrice de I’angle AMB. Ceci signifie que
Mes AMN = Mes BMN.
Ainsi, J étant un point de la tangente (M) tel que M € [I.J] et M # J, nous avons
Mes IMB = g — Mes BMN = g — Mes AMN = Mes AMJ.

Cependant,

Mesm]:Mes}T.M\I.

Au demeurant, M F H est un triangle isocele en M et la droite (M) est sa médiatrice issue
de M (voir la démonstration de la Propriété[l). De ce fait, (M) est la bissectrice de I'angle
HMF. Dot Mes HMI = Mes IMF et

Mesm\B = MesA/]W\J = Mesz]W\I = Mesm\F.

Par conséquent, [MB) = [MF). La droite réfléchie (M B) passe donc par le foyer F. O



