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Dans ce texte, nous proposons une solution a un exercice d’arithmétique tiré de I’épreuve
de mathématiques du baccalauréat C et E, de la session 2013 au Cameroun. Déterminer le
chiffre des unités et le chiffre des dizaines d’un nombre est I'objectif ultime de cet exercice.
Avant de proposer une solution, nous présentons ’énoncé original de I’exercice.

Enoncé de I’exercice

On désigne par N un entier naturel dont 1’écriture en base 10 est

AnQp—1 - A100.

1. Démontrer que le reste de la division de IV par 100 est I’entier » dont 1’écriture
en base 10 est ajap.

2. Application : Démontrer que le chiffre des unités et le chiffre des dizaines de

7
N =17"" sont respectivement 3 et 4.

La relation de congruence est au centre de la solution proposée ici. Nous mettons no-
tamment a contribution le résultat suivant :

Etant donné un entier naturel non nul n, soient a et a’ des entiers relatifs, puis r et 7’
les restes respectifs des divisions euclidiennes de a et a’ par n. Alors, a = a’ [mod. n]
si, et seulement si, r = 7/,

En réalité, nous utilisons un corollaire de la propriété [ ci-dessus. Ce corollaire se formule
comme suit :

Etant donné un entier naturel n» non nul, soient a et r des entiers relatifs vérifiant
0 <r <n—1. Alors, r est le reste de la division euclidienne de a par n si, et seulement
si, a = r [mod. n].




1. Ecriture en base dix et reste de la division euclidienne par 100

Soit N un entier naturel dont 1’écriture en base 10 est
Andnp—1 - a1009.

Alors, le reste de la division euclidienne de N par 100 est I'entier » = @yag en base 10.

Démonstration :

Par définition, les a; sont des éléments de {0, 1,2,..., 9} et
n .
N = )10/ = 10"ay + - - + 10a1 + ao.
j=0
Sin <1, alors N = 10a; + ag = 100 x 0 + 10a; + ag. Si en revanche n > 2, alors
N = (Z ajw) + 10a1 + ag = 10? (2 aj103—2> + 10a; + ay.
j=2 J=2
Dans tous les cas, il existe un entier relatif ¢ tel que
N = 100q + 10a1 + ayg.

Or,0<10a1 +ap <99, car 0 <ag<9et 0<a; <9. Dour =10a; + ag est le reste de la
division euclidienne de N par 100. A I’évidence, ajag est I’écriture de r en base 10. U

2. Détermination des chiffres des unités et des dizaines d’un
grand nombre

Nous allons utiliser le résultat démontré dans la section précédente pour déterminer le
chiffre des unités et des dizaines de nombre

77"

N=T7".

Notons tout d’abord que la définition de N est ambigiie. En effet, nous pouvons lire

o) s ((77)7)7.

Une regle sur la priorité des opérations préconise pour les exponentiations successives de
calculer du haut vers le bas. Selon cette régle, la premiére interprétation est la bonne. Mais
cette régle n’est pas universelle. A notre sens, il aurait fallu lever toute ambiguité au moyen
de parentheses. Toutefois, nous allons répondre a la question dans les deux cas.



2.1. Premiére interprétation
Soit N = 7%, ot = 7Y avec y = 7. Nous cherchons un nombre entier r vérifiant
0<r<99 et N = r[mod. 100].

A cet effet, nous notons que

71

7 [mod. 100],

72 = 49 [mod. 100],

73 = 343 = 43 [mod. 100],
74 = 2401 = 1 [mod. 100].

Ceci permet de dresser le tableau des congruences modulo 100 des puissances de 7.

n 4k | 4k +1 | 4k +2 | 4k +3

Congruence modulo 100 de 7" | 1 7 49 43

Par ailleurs,
7! = 3[mod. 4] et 72 =49 =4x12+1=1[mod.4].

De ce fait,

7" =1[mod. 4] si m est pair;
(©)
7" = 3[mod. 4] si m est impair.
Le nombre y = 77 étant impair, en tant que produit de nombres impairs, il en résulte que
x = 7Y = 3[mod.4]. De ce fait, compte tenu du tableau des congruences modulo 100 des
puissances de 7 ci-dessus, N = 7% = 43 [mod. 100]. En vertu de la propriété 2 il s’ensuit

que 43 est le reste de la division euclidienne de NV par 100. Par conséquent, 3 est le chiffre
des unités de N et 4 son chiffre des dizaines.

2.2. Seconde interprétation
7
Soit N = ((77)7) . Alors,

N — (77)”7 — TXTxT _ o(7%)

Or, 7 = 3[mod. 4], d’aprés (@). Ceci entraine N = 43 [mod. 100]. Donc, 3 est le chiffre des
unités de N et 4 son chiffre des dizaines.



3. Généralisation

Dans cette section, nous considérons les suites d’entiers naturels (up)nen €t (Vn)nen,
définies respectivement de maniere récurrente par

ug =17 et Upt1 = 7" pour tout n € N,

puis
v =17 et Untl = UZL pour tout n € N.

De maniére schématique, nous avons donc

()
B ) (o () )
(n + 1) fois 7 h

(n+1) fois 7

3.1. Chiffres des unités et des dizaines des termes de la suite (u,,),en

Nous montrons par récurrence que u, = 43 [mod. 100] pour chaque entier naturel non
nul n. En effet, puisque 7 = 4 x 1+ 3, le tableau des congruences des puissances de 7 ci-dessus
livre 77 = 43 [mod. 100], c’est-a-dire

u1 = 43 [mod. 100].
Si uy, = 43 [mod. 100] pour un n € N* donné, alors il existe un entier k vérifiant
up = 100k 4+ 43 = 4(25k + 10) + 3 = 3 [mod. 4],

et donc uy4+1 = 7% = 43 [mod. 100]. Par conséquent, pour chaque entier naturel non nul n,
3 et 4 sont respectivement chiffre des unités et chiffre des dizaines de ’entier naturel w,.

3.2. Chiffres des unités et des dizaines des termes de la suite (v,,),cn

A Tévidence, vy = 7(7). Nous montrons facilement par récurrence que

vy = 77"
pour chaque n € N. Cependant, 7" = 1[mod. 4] si n est pair, tandis que 7" = 3 [mod. 4] si
n est impair. De ce fait,

vy, = 07[mod. 4] si n est pair;

v, = 43 [mod. 4] si n est impair.

Par conséquent, si n est pair, le chiffre des unités et le chiffre des dizaines de v, sont
respectivement 7 et 0. Si en revanche n est impair, 3 et 4 sont respectivement chiffre des
unités et chiffre des dizaines de v,,.
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