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Soit K un corps commutatif et o € K. Dans 'espace vectoriel K#, nous considérons la
famille F, = (21, x2,x3, x4, T5), OU

Dans cette note, nous allons déterminer, suivant les valeurs de «, le rang de la famille F,.

Dans la premiere section de la note, nous discutons du cas général, ou K est corps
commutatif quelconque. Dans la seconde section, nous explicitons la discussion pour les cas
suivants : K= C, K =R et K =Z/pZ avec p € {2,3,5}.

1. Cas général

Soit 0, le rang de la famille F,. Alors, par définition, g, est la dimension du sous-
espace de K* engendré par I'ensemble A, = {1, 22,3, 24, x5}. Il S’agit de 'ensemble des
combinaisons linéaires d’éléments de A,. Ainsi, o, est le rang de 'application linéaire

5
U:K> =K (A, A2, A3, A0, 05) = > Az
j=1

Cependant, d’apres le théoréme du rang,
rang(U) + dim Ker(U) = dim K°.

Ceci entralne

0o = rang(U) = 5 — dim Ker(U).



Pour obtenir la valeur de g4, il suffit donc de déterminer la dimension du noyau de U. A
cet effet, considérons des scalaires A1, A2, A3, Aq et A5. Alors,
Mz1 = (A1, @Ay, @?Ap, o)),
Aozo = (aha, a® o, a3 )2, A2),
A3x3 = (a?)3, a3)3, A3, )3),
Mzy = (a3 Ag, Ay, g, a?\y),
As5x5 = (A5, — A5, Az, —As5).
De ce fait, pour que le vecteur (A1, A2, A3, Ay, A5) de K® appartienne au noyau de U, c’est-

5
a-dire ) Ajx; = 0, il faut et il suffit que
j=1

A+ ado +a?dz+ a3+ A5 =0,
ari + o+ aBA3+ A — X5 =0,
A1+ aPdg + A3+ ads + A5 =0, 5
aBA 4+ Ay + ads + a2l — A5 = 0.

Pour résoudre le systéme (8)), nous allons utiliser la méthode d’élimination de Gauss.
Dans cette intention, nous soustrayons tout d’abord aux deuxiéme, troisiéme et quatrieme
lignes, la premiére ligne multipliée respectivement par les scalaires a, o et o. Nous obte-
nons alors que le systéme (S]) est équivalent au suivant :

A+ ado +a?d3 +aPh + X5 = 0,

(1= a)h — (1+a)hs = 0,

(1—aMA3+ (a—a®)M+ (1 —a?)Xs =0,

(1—aMAe+ (@ —a®) A3+ (a? — )N — (1+a®)A5 = 0.

Ceci équivaut a
(1— 044)()\2 + ad3 + 042)\4) - (14 043))\5 =0,

A+ alg + a2)\3 + 053)\4 + A5 = 0,

(14 a)[(1 = a)(1+ a2y = Xs] =0,

(1—a?)[(1+ a5 + a1+ 0?)As + A = 0.
Rendu a cette étape de la résolution du systéme (Sl), nous pouvons engager la discussion.

Premier cas : Soit o = 0. Alors,

= (1,0,0,0),

= (0,0,0,1),
.753—(0010),
24 = (0,1,0,0),

=(1,-1,1,-1).



La famille (z1, 24,3, 22) est donc la base canonique de K*. De ce fait, Fo est une famille

génératrice de K. Ainsi, le sous-espace vectoriel [Ag], engendré par Ay = {1, z2, ¥3, T4, 25},

est lespace entier K. Par conséquent,

00 = rang(Fp) = dim[A4g] = dimK* = 4.

Deuxiéme cas : Soit @ = 1. Alors,

x1=x9=x3=x4=(1,1,1,1) et x5 =(1,—-1,1,-1).

Si le corps K est de caractéristique 2, alors —1 =1 et x1 = 9 = 3 = T4 = 5, puis

[Ai] = {1} = K-,
et donc g1 = dim(K - z1) = 1.

Si le corps K est de caractéristique distincte de 2, alors

[A1] = [{z1, 22}].

Le cas échéant, pour des scalaires \1 et A5, 'égalité \jx; + Asx5 = (0,0,0,0), c’est-a-dire

(A1 4+ A5, A1 — A5, A1+ A5, A1 — A5) = (0,0,0,0),

est équivalente a A\ + A5 = 0 et Ay — A5 = 0, c’est-a-dire 2A\; = 0 et Ay = A5. Ceci entraine

A1 = A5 = 0. Donc, (x1,x5) est une famille libre. De ce fait,

01 = dim[{z1,22}] =dim(K - z; DK z9) = 2.

Par conséquent,

{ 1 si K est de caractéristique 2,
01 =

2 si K est de caractéristique distincte de 2.

Troisiéme cas : Soit @ = —1. Alors,

rp=x3=2a5=(1,-1,1,-1) et x9 =x4 = (—1,1,

Il en résulte que

[A_q] = [{z1, 22, 23, 24,25} = {21} =K - 21.

De ce fait, p_1 = dim(K - z;) = 1.

*1, 1) = —x.

Quatriéme cas : Soit a € K\ {—1,0,1} et o = —1. Alors, o® = —q, puis

1 =(La,—1,—a),

xo = (a, =1, —a, 1) = aury,

r3=(—-1,—a,1,a) = oz,

ry = (—a,1,a,—1) = o3z,
(



De ce fait, le sous-espace vectoriel engendré par les vecteurs de la famille F, est

[Aa] = {21, 25}].

Cependant, pour des scalaires A; et A5, 'égalité \yz1 + Asz5 = (0,0,0,0), c’est-a-dire
(Al + )\57 a)\l - )\57 _Al + )‘57 _a)‘l - )\5) - (07 07 07 0)7

entraine A\; + A5 = 0 et —A; + A5 = 0, puis \; = A5 = 0. Donc, (21, x5) est une famille libre.
Par conséquent,
0o = dim[{z1,25}] = dim(K- 21 ® K- 25) = 2.

Cinquiéme cas : Soit a € K\ {—1,0,1} et a? # —1. Alors,
1+a%#0 et 1—a*#0.
De ce fait, le systeme (S)) introduit plus haut est équivalent a
(1 —at) Ay +arz +a?)\y) — (1 +a3)A5 = 0,
A+ ado + a? A3 + A+ A5 =0,
(1—a)(1+a?)Xy — A5 =0,
(1+a®)A3+a(l+a®)Ag+ A5 = 0,

c’est-a-dire
As = (1 —a)(1+ a?))\y,

1+ a®)A3+a(l+a®) A+ (1 —a)(1+a?)Ay =0,
(1 —at)(Aa + ars +a?\y) — (1 +a3)A5 =0,
A+ alg + 012)\3 + oz3)\4 + A5 =0,

ou encore
As = (1—a)(1+a?)\y,

A3+ A =0,
(1 —at)(Aa + ads +a?\y) — (1 +a3)A5 =0,
A+ ada + X + o g+ A5 = 0.
Le systéme ((8]) est donc équivalent &
Ag = —As,
As = —(1 — a)(1 + a?)As,
(1 —a*)(Aa +arz +a?)\y) — (1 +a3)X5 =0,
A+ ad+ A3+ i+ X5 =0.

Dans la troisiéme équation du systéme précédent, en remplagant les expressions de A4 et
A5, données par les deux premiéres équations, nous obtenons

(1 —at) 2 +ars3 —a®X3) + (14 a®)(1 — a)(1 + a?)A3 = 0.



Or, 1 +a® = (14 a)(1 —a+a?). Ainsi,
1+a®)(1-a)1+a®)=(1+a)(l —a+a?)(l—a)(l+a?)
—(1—a+a?)(1-a?)(1+a?)
=(1—a+a?)(1-a.

Donc,
(1—a" Mo+ ads—a?X3) + (1 —a+a?)(1—a*)A3 = 0.

Puisque 1 — o* # 0, ceci équivaut a
Ao +adz3—a*X3+ (1 —a+a®)A3 =0,
c’est-a-dire Ao + A3 = 0. Il en résulte que le systeme (S)) équivaut a
A3 = —Ag,
Ag = Ag,
As = (1 —a)(1+a?)hs,
AL+ ade — Ao+l + (14 a)(1+a?)Ae =0,

c’est-a-dire

Xs = (11— a)(1+a?)s,
A4 ady—a?lo+add+ (1+a?—a—a’)ly =0.

De ce fait, le systéme ([S)) est équivalent &

Al = —Ag,
A3 = —Ag,
Ay = Mg,

As = (1 —a)(1+a?)s.

Nous en déduisons qu'un vecteur (A1, A2, A3, Ag, A5) de K® appartient au noyau de U, 'ap-
plication linéaire associée a la famille F,, si, et seulement si,

()‘h )\27)‘37 )\47)\5) = (_)\27)‘27 _)\27 /\27 (1 - Oé)(l + ag))@)
— Ay - (—1, 1,-1,1,(1 - a)(1 + a2)).

Il en découle que
Ker(U) = K- (=1,1,-1,1,(1 = a)(1 + a?)).

Donc, dim Ker(U) = 1. Par conséquent,

0o =5—dimKer(U)=5-1=4.



Tout compte fait, car(K) désignant la caractéristique du corps commutatif K, nous avons
4 siaeK\{-1,1} et a® # —1,
00 =13 2 sifa=1etcar(K) # 2], ousi o = —1,

1 si[a=1etcar(K)=2],ousi a=—1.

2. Cas particuliers

Casou K=C

Le corps C est de caractéristique nulle. De plus, pour qu'un nombre complexe « vérifie

a? = —1, il faut et il suffit que o € {4, —i}. Par conséquent,

4 siaeC\{-1,1,i,—i},
00 =13 2 siace{l,i,—i},

1 siaa=—1.

Cas ou K=R
Le corps R est de caractéristique nulle. En outre, o® # —1 pour tout réel a.. Dot
4 siae R\ {-1,1},
O =1 2 sia=1,
1 sia=-1.

Cas ou K=7/27 = {0,1}

Le corps Z /27 est de caractéristique 2. Par conséquent,

4 sia=0,
Oa = .
1 sia=1.

Cas ou K =7/3Z = {0, 1,2}

Le corps Z/3Z est de caractéristique 3. Du reste, —1 = 2. De ce fait,

4 sia=0,
O =14 2 sia=1,
1 sia=2.



Cas ou K =7/5Z ={0,1,2, 3,4}

Le corps Z/5Z est de caractéristique 5. Par ailleurs, —1 = 4, puis 22 = 4 = —1 et
32 =4 = —1. Donc,
4 sia=0,
0w =18 2 sia€{l,23},
1 sia=4.
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