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Dans cette note, nous introduisons 1’isomorphisme canonique, de 1’espace vectoriel des
applications linéaires d’'une somme directe dans un produit, sur un produit d’espaces vecto-
riels d’applications linéaires. Nous examinerons également quelques cas particuliers de cet
isomorphisme.

1. Cas général

Proposition.

Soient (Ej)jes et (F;)ier deux familles d’espaces vectoriels sur K. Pour tout k € J
soit Iny I'injection canonique de Ej dans E = @ Ej; et, pour tout £ € I, soit Pry le
JjeJ
projecteur canonique de F' = [] F; sur Fy. Alors, 'application ® qui, a tout élément
el
U de Z(E, F), associe 'élément (PryoU olny) de [ ZL(Fk,Fy),estun
(Lk)eIxJ

isomorphisme, dit canonique, de I'espace vectoriel Z(E, F') sur l'espace vectoriel

H f(Ek,Fg)
(ek)eIxJ

(L.k)EIXT

Démonstration :

Nous allons d’abord montrer que ’application ® est linéaire, puis qu’elle est injective et
surjective.

Linéarité de P’application ®

Soient U et V des éléments de Z(E, F'), puis « et [ des scalaires. Alors, par définition,

P(aU +pV) = (Prg o(aU+pV)o Ink)(e,k)ele



Par ailleurs, pour tout couple (£, k) € I x J et chaque vecteur x; € Ej, nous avons
[Prg o(aU+pV)o Ink} (x1) = Pry (aU[Ink(a:k)] + /BV[Ink(xk)])
= a(PryoU olIng)(x) + B(Prpo V o Ing)(z).
De ce fait,

(Prg o(aU+pV)o Ink)(e,k)eIxJ = Oé(PI“g oUo Ink)

Ceci signifie que ®(aU + V) = a®(U) + (V).

+ ﬂ(Prg oVo Ink)

(Lk)EIXT (Lk)EIXT

Injectivité de ’application ®

Soit U un élément de £ (E, F) tel que ®(U) = 0. Alors, (Pryo U o Ing)(xx) = 0 pour
chaque couple (¢,k) € I x J et tout vecteur ) € Ej. Maintenant, considérons un vecteur

(zj)jes de E = @ E;. Alors, par définition, I’ensemble des indices j tels que z; # 0 est
Jje€J
fini. Du reste,

Uz) = (Prg[U(m)])ZEI = ([Pre o U] (x)) ot x= Ing(ay).

Lel Py

Il en résulte que

U(z) = ([PI‘g o U] (Z In“m@)) = (Z(Prz oUo Ink)(xk)> = 0.
Lel tel

keJ keJ

Ainsi, U(xz) = 0 pour tout vecteur x de E. D’ott U = 0. Le noyau de I’application linéaire
® est donc réduit au vecteur nul de Z(E, F'). Par conséquent, 'application ® est injective.

Surjectivité de ’application ¢

Soit W = (Wek) (e k)erxs un élément de [ Z(Ey, Fy). Alors, pour tout k € J, la
(Lk)elxJ

famille (Wyx)eer est un élément de [] Z(Ey, Fy). Donc, selon la propriété universelle de
el
I’espace vectoriel produit, il existe une application linéaire Uy, de Ej, dans F' = [] F; telle que

el

Pryo Uy, = Wy, pour tout £ € I. Nous obtenons ainsi un élément (Uy)res de [] ZL(Ey, F).
keJ

Alors, en vertu de la propriété universelle des sommes directes, il existe une application

linéaire U de ' = @ Ej; dans I’ telle que Uy, = U o Iny, pour tout k € J. Il en découle que
JjEJ

PI‘g oUo Ink = Wg}k
pour tout couple (¢,k) € I x J. D’ou

W = (Wer)@ryerxs = (PreoUoIng)pmerxs = ®(U)

De ce fait, tout élément de  [] Z(Ey, Fy) a un antécédent par application ®. Cette
(Lk)eIxJ
derniere est par conséquent surjective. O



2. Cas particuliers

Dans cette section, nous établissons deux corollaires de la proposition précédente.

Corollaire 1.

Soit (FEj)jes une famille d’espaces vectoriels sur K, et F' un espace vectoriel sur
K. Alors, I'application U — (U o In;);jes est un isomorphisme de I’espace vectoriel

Z| @ Ej, F | sur I'espace vectoriel [] Z(E;, F).
jeJ jeJ
Démonstration :

Soit I = {0} et Fy = F. Alors, [[ F; = F et Pry est 'application identique de F. D’ou
i€l

(PrioU oIng) jierxs = (Proo U olnj)jes = (U o Inj)je,.

Le résultat se déduit alors directement de la proposition démontrée ci-dessus. [l

Corollaire 2.

Soit J un ensemble non vide, et F' un espace vectoriel sur K. On note (e;);jes la
base canonique de K. Alors, 'application U (U (ej))j ¢y st un isomorphisme,
dit canonique, de ’espace vectoriel .Z (K(‘] ) F ) sur l'espace vectoriel F7.

Démonstration :
Pour tout j € J, soit E; le K-espace vectoriel K. Alors, GEBJ E; = K) et I'injection
J
canonique In; de K dans K) est donnée par In;(1) = e;. De ce fait, d’apres le corollaire [II
ci-dessus, 'application ® : U +— (U o Inj)jcs est un isomorphisme de .Z (K(J ) F ) sur

[1 Z(K,F)=4K,F)’. Cependant, I'application
JjEJ

I (Vj)jEJ = (Vj(l))jej
définit clairement un isomorphisme de .Z(K, F)’ sur K’. Par conséquent,

Fo®:Uw~ ((Uo Inj)(l))jeJ = (U(ej))jeJ

est un isomorphisme de . (K(‘] ) F ) sur K7. O
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